
BICMR 机器学习理论与算法讨论班 第二讲

生成式模型基础
在概率分布空间中做计算

陆一平 北京大学北京国际数学研究中心

本讲的问题。如果计算的未知量是一整个概率分布，我们应当怎样表示它、比较它、优化它，并
最终从它产生样本？一条贯穿本讲的路径是：把分布表示成粒子，把分布的改变写成演化方程，
再把方程中的速度或 score 变成可以从数据学习的函数。

三个可执行的动作 移动位置对应输运，加入随机扰动对应扩散，改变权重或复制与删除
对应生灭。Fokker–Planck 方程及其带反应项的扩展把这三个动作写在同一个式子里。扩散
模型与 Flow Matching 的训练目标，则告诉我们如何从样本确定方程中的未知系数。

证明怎么读。每个关键结论先解释为什么要做这一步，再指出证明中真正起作用的变换，最后在
明确的假设下完成计算。贯穿全文的一维高斯例子用于核对符号、常数和时间方向；它也展示了
一个容易混淆的事实：同一时刻的分布相同，整条随机轨迹仍然可以不同。第 8 节集中证明三种
粒子操作与 PDE 的严格对应，并给出有限粒子的精确方程与粒子数误差。

预备知识：条件期望、方差、线性代数、微积分及常微分方程的基本概念。Brownian motion、Itô 积分与
SDE 将在正文中从头介绍。正文给出所用光滑设定下的证明，并在相应位置注明密度、边界、可积性与解
的唯一性条件。整理日期：2026 年 10 月 11 日。
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符号与约定

符号 含义

µ, ν ∈ P(Rd) 概率测度；P2(Rd) 还要求二阶矩有限。

ρ, π 相对于 Lebesgue 测度的概率密度；只在密度存在时使用这些写法。
µ(φ), Eρ[φ]

∫
φ dµ 与

∫
φ(x)ρ(x) dx。

T#µ 映射 T 把 µ 推前得到的测度，即 T (X) 的分布。

µN 粒子经验测度 N−1
∑

i δXi，或带权版本
∑

i wiδXi。

F(ρ), ξρ 分布上的泛函及其第一变分 δF/δρ。

vt, bt 连续性方程中的速度与 SDE 中的漂移；二者在存在扩散时可以不同。
Wt, Σt 标准 Brownian motion 与 SDE 的扩散矩阵。
at = ΣtΣ

⊤
t 瞬时协方差矩阵；各向同性情形写成 at = g2t Id。

st = ∇ log ρt 分布的 score；只有光滑正密度时才按此逐点定义。
rt, r̄t 生长率及其分布平均 r̄t =

∫
rtρt。

Lt, L∗
t 作用于测试函数的生成元及作用于密度的伴随算子。

pt, s = T − t 扩散模型正向加噪的密度与反向采样的递增时钟。

αt, σt 线性加噪转移的信号系数与条件标准差；σt 与矩阵 Σt 区分。

约定。未特别说明时，∇、∇·、∆ 均对空间变量作用。‖A‖F 表示矩阵 Frobenius 范数。空间为
Rd 时，使用分部积分的密度与系数满足相应的可积性和无穷远衰减条件；使用紧支撑测试函数
的弱方程则不需要先对密度求导。在有界区域上，相应公式采用零通量边界；本讲的高斯例子均
在整个 R 上。

与第一讲的联系。第一讲讨论如何从有限数据估计函数。本讲中要估计的函数将变成速度场或
score；学到函数以后，还要把它积分成一个分布。因此，函数估计误差和数值积分误差将在最后
一节重新相遇。
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1 计算对象从一个点变成一个分布

1.1 先问：我们能对一个分布做什么？

在普通优化中，未知量是 x ∈ Rd，算法反复更新这个点。在采样、Bayesian 推断和生成式建模
中，未知量往往是一整个概率分布 µ。我们希望计算

∫
φ dµ，希望把 µ 调整得更接近目标分布，

最后还希望产生服从目标分布的新样本。

这三件事可以用同一种表示连接起来。取位置 X1, . . . , XN 和非负权重 w1, . . . , wN，
∑

iwi =

1，令

µN =
N∑
i=1

wiδXi , µN (φ) =

N∑
i=1

wiφ(X
i). (1.1)

于是，分布上的积分变成有限求和；分布的更新变成位置或权重的更新。这里 δx 表示全部质量
集中在 x 的概率测度，称为 Dirac 测度。

证明直觉 网格方法把空间划成很多小格，存储每一格中的质量。粒子方法把存储位置交给
样本本身：哪里有质量，哪里就放粒子。它避免了显式存储整个高维密度网格，但仍需要回
答两个问题：有限个粒子对哪些观测量准确？怎样移动这些粒子才会产生正确的目标分布？

两种常见输入方式需要区分。采样问题可能给出一个未归一化密度 π̃(x) = e−V (x)，但不知道
积分 Z =

∫
e−V (x) dx。生成式学习则给出 X1, . . . , Xn ∼ ρdata，连 ρdata(x) 的数值也通常不知道。

前一种情形可以利用 V 或 ∇V 设计动力学；后一种情形需要从数据学习动力学中的未知函数。

1.2 为什么测试函数是自然的语言？

若 X ∼ µ，则 µ(φ) = E[φ(X)]。测试函数 φ 可以是一维投影、平方距离、一个局部的平滑指示
函数，或我们真正关心的观测量。研究分布的演化，就可以先研究这些平均量怎样变化。

命题 1.1 (固定观测量的粒子误差)。设 X1, . . . , XN 独立同分布于 µ，且 φ ∈ L2(µ)。对等权经
验测度有

E[µN (φ)] = µ(φ), E
[∣∣µN (φ)− µ(φ)

∣∣2] = Varµ(φ)
N

. (1.2)

因此，对 δ ∈ (0, 1)，以至少 1− δ 的概率，
∣∣µN (φ)− µ(φ)

∣∣ ≤√Varµ(φ)/(Nδ)。

证明. 第一式由期望的线性性得到。记 Yi = φ(Xi)− µ(φ)；独立性使 i 6= j 时 E[YiYj ] = 0，故

E

( 1

N

∑
i

Yi

)2
 =

1

N2

∑
i

E[Y 2
i ] =

Varµ(φ)
N

.

最后对平方误差应用 Markov 不等式，即得到 Chebyshev 界。

这个 N−1/2 是一个固定观测量的误差尺度。方差常数可能依赖维数；同时控制一整个函数
类还需要第一讲中的复杂度工具。如果粒子经过相互作用或重采样，证明中的交叉项通常不再为
零。后面写出粒子算法时，我们会把这两点单独说明。

说明 1.2 (经验测度不是一张光滑密度图)。若 π 有 Lebesgue 密度，而 µN 只有有限个原子，令
A = {X1, . . . , XN}，则 π(A) = 0，而 µN (A) = 1。所以 µN 不绝对连续于 π，KL(µN‖π) = +∞。
同样，∇ logµN 不是一个逐点有定义的 score。要计算这些量，需要一个平滑密度模型、密度估
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计，或等价的可采样训练目标。这也解释了为什么后面会用条件 score 的回归，代替对经验分布
直接取对数和梯度。

1.3 一个始终可以算完的例子

取简单分布 Z ∼ N (0, 1)，目标为 π = N (2, 1/4)。映射 T (z) = 2 + z/2 立即产生正确样本。但在
一般问题中，我们只知道目标样本，不能直接写出这样的 T。可以先把静态映射拆成一串小变换：

Xt = mt + ηtZ, m0 = 0, η0 = 1, m1 = 2, η1 = 1/2, (1.3)

其中 ηt > 0 为标准差函数。直接求导并把 Z = (Xt −mt)/ηt 代回，得到

Ẋt = vt(Xt), vt(x) = ṁt +
η̇t
ηt
(x−mt). (1.4)

因此，产生样本的问题变成了学习一个随时间变化的速度场。第一项移动均值，第二项伸缩云团。
它既是一个可直接检验的 ODE，也是后面理解 Flow Matching 的最小模型。

1.4 三种粒子操作与一个分布方程

对粒子而言，最直接的更新只有几类。我们可以按向量场移动位置，可以加入独立的随机扰动，
也可以在位置不变时调整权重，或用复制与删除实现权重的变化。它们在连续极限中对应

∂tρt = −∇· (btρt) +
1

2

d∑
i,j=1

∂ij(aij,tρt) + (rt − r̄t)ρt, r̄t =

∫
rtρt dx. (1.5)

这里 at = ΣtΣ
⊤
t 是随机扰动的瞬时协方差。当 rt = 0 时，式 (1.5) 是经典 Fokker–Planck 方程；

最后一项是额外的归一化反应项。本节先把它作为全篇要解释的目标公式，后面将逐项推导。

乘以光滑紧支撑函数 φ 并分部积分，得到更便于计算的弱形式：

d
dtEρt [φ] = Eρt

[
bt · ∇φ+

1

2
Tr(at∇2φ)

]
+ Covρt(rt, φ). (1.6)

输运读取观测量的一阶变化，扩散读取二阶变化，生灭读取观测量与生长率的相关性。对于常数
观测量 φ = 1，三个贡献都为零，因此总质量保持为 1。在矩条件允许时取 φ(x) = x，可以读出
均值变化；取 φ(x) = xx⊤，就能读出扩散对协方差的直接贡献。

后面各部分各解决一个问题。散度与 ELBO 说明我们想把分布变成什么样；最优运输与
梯度流说明如何选择运动方向；Itô 公式把随机粒子更新转成分布方程；扩散模型与 Flow
Matching 则把方程中的未知系数变成可从数据估计的函数。从始至终，算法只操作粒子或
网络，分布方程负责解释它究竟算出了什么。

这些内容与原课程的最优运输及粒子系统讲义相衔接[1, 2]。接下来先为“接近目标分布”建
立数学含义。

2 用散度与 ELBO 确定计算目标

当未知量是一个概率分布时，首先要回答的是：怎样判断当前分布离目标还有多远？本节先把这
个问题写成一个标量泛函，再说明如何把其中难算的积分改写成可以采样估计的目标。这一步确
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定了想优化什么；后面引入最优运输，才会确定允许怎样改变分布。原课程的最优运输与分布空
间计算材料是这一组织方式的起点 [1, 2]。

2.1 密度比与 f 散度

设 µ, ν 是同一可测空间上的概率测度，且 µ� ν。记密度比为 r = dµ/dν，于是∫
r dν = 1, Eµh = Eν [rh].

这里比较的是两个概率测度。若它们在 Rd 上分别有密度 ρ, π，那么 r(x) = ρ(x)/π(x)，以下公
式便可以写成通常的积分。

定义 2.1 (f 散度)。 设 f : [0,∞) → R ∪ {+∞} 凸且 f(1) = 0。在 µ� ν 时定义

Df (µ‖ν) =
∫
f

(
dµ
dν

)
dν. (2.1)

以下有限值计算均假设相应积分存在。密度形式是 Df (ρ‖π) =
∫
π(x)f(ρ(x)/π(x)) dx。

几个常见的选择如下。表中总变差采用 ‖µ− ν‖TV = supA |µ(A)− ν(A)| 的约定。

选择 f(u) 相应散度

相对熵 u logu KL(µ‖ν) = Eµ log r
反向相对熵 − logu KL(ν‖µ)，在互相绝对连续时
Pearson 散度 (u− 1)2 Eν(r − 1)2

总变差 1
2 |u− 1| ‖µ− ν‖TV

约定 0 log 0 = 0。对 KL，若 µ 6� ν，定义 KL(µ‖ν) = +∞。一般 f 散度也可以计入奇异部分来
扩展定义，本节的密度比推导只使用绝对连续的情形。

命题 2.2 (非负性来自凸性)。有 Df (µ‖ν) ≥ 0。若 f 严格凸且散度有限，则等号当且仅当 µ = ν。

证明直觉 在参考测度 ν 下，密度比 r 的平均值必须等于 1。凸函数会惩罚密度比围绕 1 的
波动，因此把这些波动平均以后，不会优于常数 r = 1。

证明. Jensen 不等式给出 ∫
f(r) dν ≥ f

(∫
r dν

)
= f(1) = 0.

严格凸时，Jensen 等号要求 r 在 ν 下几乎处处为常数；归一化使该常数只能为 1，等价于
µ = ν。

密度比刻画的是相对质量，而不是空间中的移动距离。例如把两个分布同时通过一个双射重
新编号，密度比在对应点的值不变，上述散度也不变。到了最优运输部分，我们会额外指定“把
一单位质量从 x 移到 y 要付多少钱”，从而把空间几何纳入比较。
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2.2 Fenchel 变分表达：把密度比换成可估计的期望

直接计算 Df 需要密度比。有样本而没有密度公式时，这通常很困难。凸对偶给出了另一种描述：
用一个测试函数 T 区分两个分布，再通过一个惩罚项限制 T 的规模。

将 f 在负半轴上扩展为 +∞，定义其凸共轭

f∗(t) = sup
u≥0

{tu− f(u)}.

由定义立即得到 Fenchel 不等式 tu ≤ f(u) + f∗(t)。若 f 在 u > 0 可微，则选择 t = f ′(u) 可以
取到等号：这正是凸函数在 u 处的支撑直线。

定理 2.3 (一个条件明确的散度变分公式)。 设 f 为下半连续凸函数，在 (0,∞) 上有限且可微，
并且密度比满足 0 < a ≤ r ≤ b <∞，ν 几乎处处成立。则

Df (µ‖ν) = sup
T

{EµT − Eνf∗(T )} . (2.2)

这里上确界取遍满足 Eν |f∗(T )| <∞ 的有界可测函数。最优测试函数可以取为 T ∗ = f ′(r)。

证明直觉 对每一个可能的密度比，都用一条支撑直线从下方逼近 f。固定测试函数只能给
出下界；如果能让每个位置都选中正确的切线，就恰好恢复原来的散度。整个证明只需把这
个逐点事实积分。

证明. 对任意允许的 T，逐点应用 Fenchel 不等式：

rT − f∗(T ) ≤ f(r).

对 ν 积分，并使用 Eν [rT ] = EµT，得到式 (2.2) 的右边不超过左边。另一方面，凸可微函数的导
数在紧区间 [a, b] ⊂ (0,∞) 上有界，所以 T ∗ = f ′(r) 有界。支撑直线取等号给出

f∗(f ′(r)) = rf ′(r)− f(r).

右边在 r ∈ [a, b] 时有界，因此 T ∗ 确实属于允许的函数类。代入后逐点等于 f(r)，积分便得到反
向不等式。

说明 2.4 (函数类限制与适用范围)。密度比有上下界是这里保证取等号与可积性的充分条件。对
于一般密度比，Fenchel 下界仍成立；要宣称上确界等于散度，还需检验最优测试函数的可积性，
或补充适当的截断逼近论证。实际计算若把 T 限制在一个神经网络类中，得到的是该类给出的
变分下界；有限样本优化还会引入额外误差。

以 f(u) = u logu 为例，计算一元最大值可得

f∗(t) = et−1, T ∗(x) = 1 + log r(x).

于是 KL 具有 supT {EµT − EνeT−1} 的表达。再把 T = h+ c 中的常数 c 单独优化：

sup
c∈R

{
Eµh+ c− ec−1Eνeh

}
= Eµh− logEνeh.

在定理的密度比条件下，h = log r 合法且取等号，从而

KL(µ‖ν) = sup
h 有界可测

{
Eµh− logEνeh

}
. (2.3)

这一表达把“计算一个密度比”变成“计算两个分布下的期望”。
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2.3 ELBO：难算的证据与后验误差之间的恒等式

设潜变量模型的联合密度为

pθ(x, z) = pθ(z)pθ(x | z), pθ(x) =

∫
pθ(x, z) dz.

给定观测 x，假设 0 < pθ(x) < ∞。困难在于后验 pθ(z | x) = pθ(x, z)/pθ(x) 含有一个高维积分。
我们引入一个便于采样和计算密度的概率密度 q(z | x)，用它近似后验。下列恒等式是变分推断
与 VAE 的基本出发点 [5]。

定义 2.5 (证据下界)。 固定 x, θ，定义

L(θ, q;x) =
∫
q(z | x) log pθ(x, z)

q(z | x)
dz. (2.4)

当它有限时，称为 evidence lower bound，简称 ELBO。模型分解后还可以写为

L(θ, q;x) = Eq[log pθ(x | Z)]− KL
(
q(· | x)‖pθ(·)

)
, (2.5)

其中假设拆开的两项均有定义且有限。

定理 2.6 (ELBO 与后验 KL 的精确分解)。 若 q(· | x) � pθ(· | x)，且下式中的 KL 有限，则

log pθ(x) = L(θ, q;x) + KL
(
q(· | x)‖pθ(· | x)

)
. (2.6)

因此 L(θ, q;x) ≤ log pθ(x)，且等号当且仅当 q(· | x) = pθ(· | x) 几乎处处成立。

证明直觉 不知道归一化常数，并不妨碍写出“近似后验除以真后验”。对这个比值取对数，
未知的证据就变成一个与 z 无关的加法常数。积分后，剩下的两项正好是可优化的 ELBO
和非负的后验误差。

证明. 在 q 有质量的位置，Bayes 公式给出

log q(z | x)
pθ(z | x)

= log q(z | x)
pθ(x, z)

+ log pθ(x).

对 q(z | x) dz 积分。由于
∫
q dz = 1，最后一项仍为 log pθ(x)，第一项则为 −L(θ, q;x)。这证明

恒等式。KL 的非负性与取等条件给出其余结论。式 (2.5) 由 log pθ(x, z) = log pθ(x | z)+ log pθ(z)
直接代入得到。

固定模型参数 θ 时，提高 ELBO 等价于减少后验 KL。若同时更新 θ，证据和后验都会改变，
应使用完整的恒等式理解训练。即使神经网络参数优化得很好，受限的 q 类也未必包含真实后验。

例 2.7 (高斯重参数化把随机性固定下来)。 设

qη(z | x) = N
(
mη(x), diag(σ2η,1(x), . . . , σ2η,k(x))

)
, ση,j(x) > 0.

令 ϵ ∼ N (0, Idk)，则

Z = mη(x) + ση(x)� ϵ =⇒ Z ∼ qη(· | x),

8
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其中 � 表示逐坐标相乘。对可积函数 Hη，

EqηHη(Z) = EϵHη

(
mη(x) + ση(x)� ϵ

)
.

如果右侧关于 η 的导数在参数邻域内有可积的共同支配函数，就可以把求导移入期望，得到可由
独立 ϵ 样本估计的梯度。这里固定的是噪声的分布；参数通过一个可微映射改变样本。

若先验为 N (0, Idk)，KL 项还可精确算出：

KL
(
qη(· | x)‖N (0, Idk)

)
=

1

2

k∑
j=1

(
m2
η,j + σ2η,j − 1− logσ2η,j

)
. (2.7)

证明只需把两个高斯对数密度相减，再用 E(Zj −mη,j)
2 = σ2η,j 与 EZ2

j = m2
η,j + σ2η,j。ELBO 的

Monte Carlo 估计在期望意义下等于 ELBO，单次抽样得到的数值不必仍是证据的下界。

ELBO 是关于一个概率分布的静态目标。它本身没有时间变量，也没有指定粒子如何运动。
要把“提高 ELBO”变成一个演化方程，还需要选择概率空间上的几何；第 4 节将把这个
选择具体做出来。

3 最优运输：把分布差异写成移动成本

密度比只比较相同位置上的质量。最优运输进一步允许质量在不同位置之间移动，并且明确计
算这种移动的代价。原课程先从运输计划与对偶讨论这一点，再通过粒子轨迹连接连续性方程
[1, 2]。

3.1 从一个映射到一份运输计划

设 c(x, y) 是从 x 移动到 y 的成本。Monge 问题寻找一个映射：

inf
T :T#µ=ν

∫
c(x, T (x)) dµ(x). (3.1)

约束 T#µ = ν 表示：若 X ∼ µ，则 T (X) ∼ ν。它要求每个出发点的质量全部送到一个终点。有
时这样的映射根本不存在。例如 µ = δ0 与 ν = 1

2δ−1 +
1
2δ1：单个出发点通过确定性映射，无法

变成两个不同的点。

定义 3.1 (耦合与 Kantorovich 问题)。记 Γ(µ, ν) 为所有边缘分别是 µ, ν 的联合概率测度。元素
γ ∈ Γ(µ, ν) 称为一个耦合或运输计划。Kantorovich 运输成本是

OTc(µ, ν) = inf
γ∈Γ(µ,ν)

∫
c(x, y) dγ(x, y). (3.2)

当 µ, ν ∈ P2(Rd)，即它们都有有限二阶矩时，定义

W 2
2 (µ, ν) = inf

γ∈Γ(µ,ν)

∫
‖x− y‖2 dγ(x, y). (3.3)

本讲的二次成本是 ‖x− y‖2，不额外带 1
2。

任意映射 T 都产生耦合 (Id, T )#µ，所以运输计划包含了映射这一特例。同时，独立耦合
µ⊗ ν 总是存在。放宽成联合分布以后，原来可能不可行的确定性搬运问题成为一个线性优化问
题。

9
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3.2 有限支持强对偶：用价格给每份计划估值

设

µ =

m∑
i=1

αiδxi , ν =

n∑
j=1

βjδyj , cij = c(xi, yj).

设 αi, βj ≥ 0，且两组权重都和为 1；允许零权重，便于稍后做网格离散化。运输计划就是非负矩
阵 P = (Pij)，其中 Pij 表示从 xi 运到 yj 的质量。两组边缘约束是∑

j

Pij = αi,
∑
i

Pij = βj .

给出发点和终点分别标价 ϕi, ψj。若每条路线都满足 ϕi + ψj ≤ cij，则这些价格对任何可行运输
计划都会给出一个下界。

定理 3.2 (有限运输问题的强对偶)。若 cij ∈ R，则

min
Pij≥0∑
j Pij=αi∑
i Pij=βj

∑
i,j

cijPij = max
ϕi+ψj≤cij

∑
i

αiϕi +
∑
j

βjψj

 . (3.4)

证明直觉 弱对偶只需沿每条路线检查价格没有超过成本。强对偶则回答：能否找到一套价
格，把最优运输的成本完全解释出来？有限维分离定理给出答案。如果声称某个低于最优值
的费用可行，它会落在“所有可实现边缘和费用”的凸集合之外；把它分离出去的超平面，
经过归一化就是所需的价格。

证明. 先证弱对偶。对任意可行 P, ϕ, ψ，∑
i,j

cijPij ≥
∑
i,j

(ϕi + ψj)Pij =
∑
i

αiϕi +
∑
j

βjψj .

原问题有可行点 Pij = αiβj，且可行集合闭、有界，因此最小值 C∗ 存在。

为证明相反方向，在 Rm+n+1 中考虑闭凸锥

K =

{
(r, s, z) :

Pij ≥ 0, ri =
∑

j Pij , sj =
∑

i Pij ,

z ≥
∑

i,j cijPij 对某个P 成立

}
.

它的闭性也可以直接验证：若 (r, s, z) 的一列元素收敛，则相应非负矩阵的总质量
∑

i ri 有界，
故可取收敛子列，极限矩阵仍满足所有约束。

对任意 z0 < C∗，点 (α, β, z0) 不在 K 中。有限维闭凸锥的分离定理给出 (A,B, λ)，使

A · r +B · s+ λz ≥ 0 ((r, s, z) ∈ K), A · α+B · β + λz0 < 0.

因为 (0, 0, z) ∈ K 对所有 z ≥ 0 成立，所以 λ ≥ 0。若 λ = 0，将一个可行运输矩阵代入第一式便
得到 A · α+B · β ≥ 0，与第二式矛盾。故 λ > 0。对只在 (i, j) 放一单位质量的矩阵应用分离不
等式，得到

Ai +Bj + λcij ≥ 0.

令 ϕi = −Ai/λ, ψj = −Bj/λ，便有 ϕi + ψj ≤ cij，并且∑
i

αiϕi +
∑
j

βjψj > z0.

10
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让 z0 ↑ C∗，证明了两个最优值相等。

最后验证右边的上确界可以取到。给定任意可行价格，依次令

ψ′
j = min

i
(cij − ϕi), ϕ′i = min

j
(cij − ψ′

j).

每次更新都保留可行性，并且不会降低目标值；还满足 ψ′
j = mini(cij − ϕ′i)。利用加减同一常数

的不变性，将 ϕ′1 归一化为 0。记 M = maxij |cij |，则

|ϕ′i − ϕ′k| ≤ max
j

|cij − ckj | ≤ 2M, |ψ′
j | ≤ 3M.

因此可以在一个固定紧盒子内选择最优序列。取收敛子列，约束与目标值在极限中保留，最大值
遂取到。

互补条件也很直观：若 P ∗
ij > 0，最优价格必满足 ϕ∗i +ψ∗

j = cij。否则在该路线留下的严格空
隙会使弱对偶积分严格，违背最优值相等。因此真正使用的路线，恰好是价格接触成本的位置。

3.3 紧支撑连续对偶：有限网格怎样逼近原问题

有限维结论不能仅靠把求和符号改成积分就自动推广。下面给出一个足够清楚、也足够常用的连
续版本 [3]。

定理 3.3 (紧空间、连续成本的对偶)。设 K,L ⊂ Rd 为紧集，µ, ν 分别是其上的概率测度，且
c ∈ C(K × L)。则

inf
γ∈Γ(µ,ν)

∫
c dγ = sup

ϕ∈C(K), ψ∈C(L)
ϕ(x)+ψ(y)≤c(x,y)

{∫
ϕ dµ+

∫
ψ dν

}
. (3.5)

证明直觉 把每个小格子里的质量搬到代表点，连续成本只会改变一个一致可控的小量。有
限问题已经有强对偶。剩下的工作有两件：把有限运输计划还原为连续计划，把格点价格延
伸成处处合法的连续价格。两种还原的误差都随格子变细而消失。

证明. 弱对偶仍由积分 ϕ(x) + ψ(y) ≤ c(x, y) 得到。取有限 Borel 分割 K =
⊔
iAi, L =

⊔
j Bj，

各格直径不超过 δ，代表点为 xi ∈ Ai, yj ∈ Bj。记对应质量为 αi, βj，格点最优成本为 Cδ。定义
一致连续模

ω(δ) = sup
|x−x′|≤δ, |y−y′|≤δ
x,x′∈K, y,y′∈L

|c(x, y)− c(x′, y′)|.

紧性保证 ω(δ) → 0。

任意连续耦合在格子 Ai ×Bj 上的质量组成一个可行矩阵，成本变化至多 ω(δ)。反过来，任
意可行矩阵可以还原成

γ =
∑

αiβj>0

Pij
µ|Ai

αi
⊗
ν|Bj

βj
.

它具有正确边缘，成本变化也至多 ω(δ)。若记连续问题的下确界为 C∗，就得到

|Cδ − C∗| ≤ ω(δ).

11
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取格点问题的最优对偶价格 ϕi, ψj，在各格上定义阶梯函数

ϕ0(x) = ϕi − ω(δ) (x ∈ Ai), ψ0(y) = ψj (y ∈ Bj).

由成本误差界可知 ϕ0(x) + ψ0(y) ≤ c(x, y)。阶梯函数还不连续，但可以用成本本身将它们平滑
地包起来：

ϕ(x) = inf
y∈L

{c(x, y)− ψ0(y)}, ψ(y) = inf
x∈K

{c(x, y)− ϕ(x)}.

由 c 的一致连续性，两函数均连续；例如

|ϕ(x)− ϕ(x′)| ≤ sup
y∈L

|c(x, y)− c(x′, y)|.

定义还给出 ϕ ≥ ϕ0, ψ ≥ ψ0，且 ϕ+ ψ ≤ c。因此连续对偶值至少为

Cδ − ω(δ) ≥ C∗ − 2ω(δ).

令 δ ↓ 0，结合弱对偶，即得结论。

这一定理的范围是紧支撑与连续成本。非紧空间、无界成本以及一般弱正则性下的对偶需要
进一步的紧性和可积性论证，本讲不将上面的有限网格证明直接当作那些结论的证明。

3.4 一维高斯：最优耦合就是共用同一份随机性

命题 3.4 (一维高斯的二次运输距离)。 设 µ0 = N (m0, σ
2
0)、µ1 = N (m1, σ

2
1)，其中 σ0, σ1 > 0。

则
W 2

2 (µ0, µ1) = (m1 −m0)
2 + (σ1 − σ0)

2, (3.6)

且最优映射为
T (x) = m1 +

σ1
σ0

(x−m0).

证明直觉 均值差是无法省去的整体平移。去掉均值后，想让两个随机变量尽可能靠近，就
应让它们的涨落尽可能同步。共用同一个标准高斯恰好达到协方差的最大值。

证明. 对任意耦合 (X,Y )，Cauchy–Schwarz 不等式给出 Cov(X,Y ) ≤ σ0σ1，故

E(X − Y )2 = (m0 −m1)
2 + σ20 + σ21 − 2Cov(X,Y ) ≥ (m0 −m1)

2 + (σ0 − σ1)
2.

令 G ∼ N (0, 1)，取 X = m0 + σ0G, Y = m1 + σ1G，便达到下界。解出 G = (X −m0)/σ0，即
得到所述映射。

例如两个方差均为 σ2、均值相差 a 的高斯，

W2 = |a|, KL
(
N (0, σ2)‖N (a, σ2)

)
=

a2

2σ2
.

后一个式子由相减两个对数密度并取期望得到。当两个高斯越来越窄时，相同的空间位移仍然是
|a|，但相对质量失配会变得越来越严重。这给出了选择分布差异度量时的一个具体判断标准。

12
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3.5 粒子轨迹与连续性方程

最优运输指定起点与终点的对应关系，生成算法还需要实际走过一条路径。给定速度场 vt : Rd →
Rd，考虑

Ẋt = vt(Xt), X0 ∼ µ0.

随机性可以完全来自初始点；给定初始点后，轨迹由常微分方程决定。记 Φt(x) 为从 x 出发的
解，即

∂tΦt(x) = vt(Φt(x)), Φ0(x) = x.

粒子的分布便是 µt = (Φt)#µ0。

定理 3.5 (光滑流与连续性方程)。设 vt(x) 连续，关于 x 为 C1，Dxvt(x) 关于 (t, x) 连续，并满
足

sup
t∈[0,T ], x∈Rd

‖Dxvt(x)‖ <∞, sup
t∈[0,T ]

|vt(0)| <∞.

这些全局 Lipschitz 与线性增长条件保证 [0, T ] 上存在唯一的全局流。对任意 µ0 ∈ P2(Rd)，令
µt = (Φt)#µ0。则对每个 φ ∈ C1

c (Rd)，

d
dt

∫
φ(x) dµt(x) =

∫
∇φ(x) · vt(x) dµt(x). (3.7)

更一般的时空测试函数满足∫
φ(T, x) dµT −

∫
φ(0, x) dµ0 =

∫ T

0

∫ (
∂tφ+∇φ · vt

)
dµt dt. (3.8)

其中 φ 关于时空为 C1，空间支撑在一个固定紧集内。在此弱解意义下，给定 µ0 后解唯一。如
果 µt 有密度 ρt，则其密度满足

∂tρt +∇ · (ρtvt) = 0 (3.9)

的分布形式；进一步光滑时即为经典偏微分方程。

证明直觉 不要直接追问每个位置的密度怎样求导。先挑一个光滑的观测函数 φ，沿每条粒
子轨迹用普通链式法则，再对初始点取平均。这样得到的是一个可直接验证的积分恒等式。
把导数从测试函数移到质量流上，连续性方程便自然出现。

证明. 由推前定义， ∫
φ dµt =

∫
φ(Φt(x)) dµ0(x).

链式法则给出
d
dtφ(Φt(x)) = ∇φ(Φt(x)) · vt(Φt(x)).

当 ∇φ 6= 0 时，其自变量落在一个固定紧集，而 v 在该紧集与 [0, T ] 上有界。因此右边具有与初
始点无关的可积上界，可以交换求导与积分。再使用推前公式一次，就得到 (3.7)。对 φ(t,Φt(x))

使用同一论证，并在时间上积分，得到 (3.8)。若存在密度，空间分部积分给出∫
∇φ · vt ρt dx = −

∫
φ∇ · (ρtvt) dx,

正是 (3.9) 的弱形式。
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最后证唯一性。固定终点时间 τ ≤ T 和 h ∈ C1
c (Rd)，记从时刻 t 走到 τ 的流为 Φt,τ，定义

φ(t, x) = h(Φt,τ (x)).

沿轨迹观察这个量，它始终等于终点的 h 值，所以 ∂tφ+ vt · ∇φ = 0。全局流的增长控制保证这
一测试函数具有统一的紧空间支撑。代入任意弱解的 (3.8)，得到∫

h dµτ =

∫
h(Φ0,τ (x)) dµ0(x).

对所有这样的 h 成立，唯一确定 µτ = (Φτ )#µ0。

推论 3.6 (密度的 Jacobian 公式)。 若 µ0 有密度 ρ0，则

ρt(Φt(x)) detDΦt(x) = ρ0(x) (3.10)

几乎处处成立。在 ρ0(x) > 0 的轨迹上，

log ρt(Φt(x)) = log ρ0(x)−
∫ t

0
∇ · vs(Φs(x)) ds. (3.11)

证明直觉 一个小体积单元被流拉大以后，同一份质量会摊得更薄。Jacobian 记录体积改
变，散度记录它的瞬时相对增长率。

证明. 全局流是 C1 微分同胚，变量代换即得 (3.10)。矩阵 Jt = DΦt(x) 满足 J̇t =

Dvt(Φt(x))Jt, J0 = Id。Jacobi 行列式公式给出
d
dt log det Jt = Tr

(
J−1
t Dvt(Φt(x))Jt

)
= ∇ · vt(Φt(x)).

初始行列式为 1，故之后始终为正。对 (3.10) 取对数并积分，得到第二式。

3.6 Benamou–Brenier：运输距离是最小动能

粒子移动也给出一个分布路径的长度标准。若 (µt, vt) 满足连续性方程，定义总动能

A(µ, v) =

∫ 1

0

∫
‖vt(x)‖2 dµt(x) dt.

以下给出一个光滑版本的完整证明。它把“起终点的最优对应”与“在中间时刻怎样移动”连接
起来 [2, 3]。

定理 3.7 (光滑可实现情形的动态运输公式)。 设 µ0, µ1 ∈ P2(Rd)，并假设存在一个二次成本的
最优映射 T，使 T#µ0 = µ1 且

∫
|T (x)− x|2 dµ0 =W 2

2 (µ0, µ1)。进一步假设

Tt = (1− t) Id+tT (0 ≤ t ≤ 1)

均为 C1 微分同胚，且
v∗t = (T − Id) ◦ T−1

t

满足定理 3.5 的速度场条件。令 Asm 为所有具有这些速度场正则性、起终点分别为 µ0, µ1 的流
诱导曲线，则

W 2
2 (µ0, µ1) = inf

(µ,v)∈Asm

∫ 1

0

∫
‖vt‖2 dµt dt. (3.12)

最小值由 µt = (Tt)#µ0, vt = v∗t 达到。
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证明直觉 沿任意轨迹走过的位移，是速度在时间上的积分。在单位时间内，Cauchy–
Schwarz 告诉我们动能至少是总位移的平方。要取等号，只需先找到最优起终点配对，再让
每个粒子沿直线匀速运动。

证明. 先取任意允许的流 Φt。令 X0 ∼ µ0, Xt = Φt(X0)，则 (X0, X1) 是 (µ0, µ1) 的一个耦合。
因此

W 2
2 (µ0, µ1) ≤ E ‖X1 −X0‖2

= E
∥∥∥∥∫ 1

0
vt(Xt) dt

∥∥∥∥2
≤ E

∫ 1

0
‖vt(Xt)‖2 dt

=

∫ 1

0

∫
‖vt(x)‖2 dµt(x) dt.

若动能无穷，下界自动成立；动能有限时，上述换序由非负性保证。

再取题设的 Tt。其逐点导数是 T (x)− x，且

∂tTt(x) = v∗t (Tt(x)).

由定理 3.5，推前曲线是一个合法的连续性方程解。通过推前公式计算其动能：∫ 1

0

∫
|v∗t (y)|2 dµt(y) dt =

∫ 1

0

∫
|T (x)− x|2 dµ0(x) dt

=W 2
2 (µ0, µ1).

这给出上界，并证明等号由所述曲线达到。

说明 3.8 (光滑定理没有包含哪些存在性结论)。这里明确假设了最优映射存在、插值映射可逆以
及所需的流正则性。一般 Benamou–Brenier 理论允许弱连续性方程与有限动能速度，还涉及弱
解的表示和逼近。本讲只在上述光滑可实现范围内证明 (3.12)，不以这份短证明代替一般弱理论。

一维高斯满足上述假设。沿其最优插值，

Xt = mt + σtG, mt = (1− t)m0 + tm1, σt = (1− t)σ0 + tσ1,

所以中间分布仍然是高斯，速度为

vt(x) = (m1 −m0) +
σ1 − σ0
σt

(x−mt). (3.13)

应区分两种插值：这里是粒子位置的线性插值；把两个密度按 (1− t)ρ0 + tρ1 相加得到的混合分
布通常不同。后面的 Flow Matching 也将从粒子路径出发，但任意选取的起终点配对不一定是最
优运输配对。

4 Wasserstein 梯度流：目标怎样决定动力学

现在已有两个组成部分：一个需要降低的分布泛函 F，以及用动能衡量改变分布的几何。接下来
照着有限维梯度下降的思路，寻找单位移动代价下最有效的下降方向。自由能将给出一个特别重
要的答案：势能产生输运，熵产生扩散。
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4.1 第一变分与搬动粒子的导数

先考虑密度泛函

F(ρ) =

∫
Rd

H(x, ρ(x)) dx.

假设 ρ > 0 光滑，H ∈ C2(Rd × (0,∞))，且 F(ρ) 有限。对紧支撑扰动 η 且
∫
η = 0，直接对一

元参数求导得到
d
dϵF(ρ+ ϵη)

∣∣∣∣
ϵ=0

=

∫
∂rH(x, ρ(x)) η(x) dx.

因为扰动有紧支撑且 ρ 在该紧集上有正下界，小 ϵ 保留非负性，局部有界性也保证求导可以移入
积分。

定义 4.1 (第一变分)。 若密度扰动的一阶变化可写成

d
dϵF(ρ+ ϵη)

∣∣∣∣
ϵ=0

=

∫
ξρ(x)η(x) dx,

∫
η = 0,

则称 ξρ = δF/δρ 为第一变分。它只在相差一个空间常数的意义下唯一，因为常数与所有零积分
扰动的配对均为零。对于上述积分泛函，可以取 ξρ(x) = ∂rH(x, ρ(x))。

命题 4.2 (搬动位置产生的泛函变化)。设 ρ > 0 为 C1 概率密度，H ∈ C2(Rd× (0,∞))，且 F(ρ)

有限。对 w ∈ C∞
c (Rd;Rd)，令 µϵ = (Id+ϵw)#(ρ dx)，其密度为 ρϵ。则

d
dϵF(ρϵ)

∣∣∣∣
ϵ=0

=

∫
ρ(x)∇ξρ(x) · w(x) dx. (4.1)

证明直觉 密度方向 η 与粒子速度 w 是两种不同的坐标。搬动粒子时，连续性方程告诉我
们对应的密度变化为 η = −∇ · (ρw)。将这个变化代入第一变分，再分部积分，梯度就从密
度变量转到了空间变量。

证明. 小 ϵ 时，Id+ϵw 是微分同胚。变量代换公式与

(Id+ϵw)−1(x) = x− ϵw(x) + o(ϵ), det(Id+ϵDw) = 1 + ϵ∇ · w + o(ϵ)

给出
ρϵ(x) = ρ(x)− ϵ∇ · (ρw)(x) + o(ϵ).

在包含 w 支撑的固定紧集上，余项可以一致控制；在该紧集外，密度保持不变。因此

d
dϵF(ρϵ)

∣∣∣∣
0

= −
∫
ξρ∇ · (ρw) dx =

∫
ρ∇ξρ · w dx.

最后一步没有边界项，因为 w 有紧支撑。
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4.2 配方得到最速下降速度

在有限维欧氏空间，对目标 F (x) 选择速度 v 时，

∇F (x) · v + 1

2
|v|2 = 1

2
|v +∇F (x)|2 − 1

2
|∇F (x)|2,

所以最优速度是 −∇F (x)。式 (4.1) 给出了分布空间中完全相同的计算。在
∫
ρ|∇ξρ|2 <∞ 时，∫

ρ∇ξρ · v dx+
1

2

∫
ρ|v|2 dx

=
1

2

∫
ρ|v +∇ξρ|2 dx− 1

2

∫
ρ|∇ξρ|2 dx.

因此在 L2(ρ) 速度中，唯一的最小化者为

v = −∇ξρ.

代回连续性方程，得到光滑形式的 Wasserstein 梯度流：

∂tρt = ∇ ·
(
ρt∇

δF
δρ

(ρt)

)
. (4.2)

这是一个动力学的选择。上述最速下降计算本身并不证明偏微分方程的存在性；但只要存在满足
下列条件的解，就能严格验证它确实在降低目标。

命题 4.3 (光滑梯度流的耗散恒等式)。 设 ρt > 0 是 (4.2) 的概率密度解，关于时间为 C1、空间
为 C2，F(ρ) =

∫
H(x, ρ) dx 在所考虑的时间内有限，H ∈ C3(Rd × (0,∞))，ξt = ∂rH(x, ρt(x))。

假设每个紧时间区间 I 上有 GI ∈ L1(Rd)，满足

|ξt(x)∂tρt(x)| ≤ GI(x) (t ∈ I),

且
∫
ρt|∇ξt|2 <∞。再假设无穷远的通量满足

lim
R→∞

∫
∂BR

(1 + |ξt|)ρt|∇ξt| dS = 0.

则
d
dtF(ρt) = −

∫
ρt|∇ξt|2 dx ≤ 0. (4.3)

若在紧的周期空间上工作，光滑性与严格正性可替代上述无穷远条件。

证明直觉 目标的一阶变化等于“目标想让粒子往哪里走”与“粒子实际怎样走”的内积。
最速下降恰好令这两个方向相反，于是内积成为一个负的平方。证明中只会用到链式法则和
分部积分。

证明. 由支配条件，
d
dtF(ρt) =

∫
ξt∂tρt dx =

∫
ξt∇ · (ρt∇ξt) dx.

先在 BR 内分部积分，得到∫
BR

ξt∇ · (ρt∇ξt) dx = −
∫
BR

ρt|∇ξt|2 dx+

∫
∂BR

ξtρt∇ξt · n dS.

令 R → ∞，最后一项由通量假设消失，前两项分别由支配条件与有限耗散积分收敛，便得到结
论。
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例如对 Ff (ρ) = Df (ρ‖π) =
∫
πf(ρ/π)，若 f ∈ C2((0,∞))、ρ, π > 0，第一变分为

δFf
δρ

= f ′(ρ/π),

相应方程是
∂tρ = ∇ ·

(
ρ∇f ′(ρ/π)

)
.

不同的散度一般产生不同的、甚至非线性的扩散。KL 的对数结构恰好使下一节中的扩散项简化
成普通 Laplacian。

4.3 自由能把势能下降与熵扩散放在同一个方程中

设 V : Rd → R 光滑且

0 < Z =

∫
e−V (x) dx <∞, π(x) = Z−1e−V (x).

再假设
∫
|V (x)|π(x) dx < ∞，从而目标本身的势能与熵积分均有限。我们希望获得 π 的样本，

但可能无法计算 Z。定义自由能

F(ρ) =

∫
V (x)ρ(x) dx+

∫
ρ(x) log ρ(x) dx, (4.4)

在这里假设两项都有限。由 logπ = −V − logZ，直接得到

KL(ρ‖π) = F(ρ) + logZ, F(ρ) = KL(ρ‖π)− logZ. (4.5)

因此自由能的最小值为 − logZ，最小化者为 π。归一化常数只给目标增加一个与 ρ 无关的常数，
不影响下降方向。

命题 4.4 (自由能的梯度流是 Langevin 的 Fokker–Planck 方程)。 在第一变分与耗散所需的上述
正则条件下，自由能的 Wasserstein 梯度流为

∂tρt = ∇ · (ρt∇V ) + ∆ρt = ∇ ·
(
ρt∇ log ρt

π

)
. (4.6)

并且
d
dt KL(ρt‖π) = −

∫
ρt

∣∣∣∇ log ρt
π

∣∣∣2 dx. (4.7)

证明直觉 只让粒子沿 −∇V 运动，会把质量推向势能低的地方，更接近求最小值。采样还
需要分布保有适当的分散程度。熵项的第一变分是 log ρ+ 1，它给出速度 −∇ log ρ，使质量
从密度高的地方向外扩散。把两者相加，便得到既考虑能量又考虑分散程度的概率演化。

证明. 分别对势能与熵求第一变分：

ξρ = V + log ρ+ 1 = log(ρ/π) + 1− logZ.

空间梯度消去常数，所以 (4.2) 给出

∂tρ = ∇ ·
(
ρ∇V + ρ∇ log ρ

)
= ∇ · (ρ∇V ) + ∆ρ,

其中用到了 ρ∇ log ρ = ∇ρ。最后由 (4.5)，KL 与自由能的时间导数相同；应用耗散恒等式即得
(4.7)。
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此时可以先把 (4.6) 看作一个确定的密度方程。下一部分从 Brownian motion 与 Itô 积分开
始，证明它也是随机粒子系统

dXt = −∇V (Xt) dt+
√
2 dWt

所诱导的分布演化。这样，“熵的几何梯度”和“给粒子加入随机扰动”会得到同一个扩散项。
JKO 的工作严格建立了这类自由能与 Fokker–Planck 演化之间的变分联系 [4]。

把 ρ = π 代入可见通量为零，因此 π 是平稳密度。在连通空间内，若 ρ > 0 且耗散为零，则
∇ log(ρ/π) = 0，归一化迫使 ρ = π。耗散恒等式本身还没有给出收敛速度；定量速度需要进一步
控制目标值与耗散项的关系。

4.4 回到 ELBO：固定目标以后，才谈它的分布动力学

固定观测 x 与模型参数 θ，令潜变量空间中的目标为

πx(z) = pθ(z | x), Vx(z) = − log pθ(x, z), Zx = pθ(x).

当联合密度严格为正且满足上面的正则、可积条件时，

Fx(q) =
∫
Vxq +

∫
q log q = −L(θ, q;x) = KL(q‖πx)− log pθ(x).

因此，如果选择 Wasserstein 几何来优化 q，就得到

∂tqt = ∆zqt −∇z ·
(
qt∇z log pθ(x, z)

)
, (4.8)

并由 (4.7) 得到
d
dtL(θ, qt;x) =

∫
qt

∣∣∣∣∇z log qt
πx

∣∣∣∣2 dz ≥ 0.

这一联系包含三个明确的选择：固定后验目标，选择 Wasserstein 几何，再让整个分布沿其梯度
流演化。VAE 中对有限维参数 η 做梯度优化，一般并不等于这个无限维分布梯度流。ELBO 与
Fokker–Planck 的联系由目标和几何共同建立，不能只凭两者都涉及概率就视为同一概念。

4.5 JKO 步：把连续下降变成一个隐式运输更新

欧氏梯度下降可以用一个隐式最小化步骤表达：

xk+1 ∈ arg minx
{
F (x) +

|x− xk|2

2h

}
.

把平方距离换成 W 2
2，便得到分布空间的 JKO 步 [4, 2]：

µk+1 ∈ arg minµ∈P2(Rd)

{
F(µ) +

W 2
2 (µ, µ

k)

2h

}
. (4.9)

其中 F(µ) 表示密度存在时的相应泛函，并按需要在其他测度上扩展为 +∞。第一项鼓励降低目
标，第二项控制一次移动的距离。

19



生成式模型基础 BICMR 讨论班

命题 4.5 (一个 JKO 步的耗散与光滑一阶条件)。 假设 (4.9) 的最小化者 µk+1 存在，且相关目
标值有限。则

F(µk+1) +
W 2

2 (µ
k+1, µk)

2h
≤ F(µk). (4.10)

进一步，若 µk+1 = ρk+1 dx 有正的光滑密度，第一变分满足 (4.1)，且存在从 µk+1 到 µk 的最优
运输映射 T，则

T (x) = x+ h∇δF
δρ

(ρk+1)(x) µk+1 几乎处处. (4.11)

证明直觉 最优的新分布不应在任何微小搬动下继续改善目标。证明时无需预先知道 W 2
2

的导数：保留旧的最优配对，只搬动它的新端点，就得到一个显式可微的比较函数。这个比
较函数在零位移处同样取最小值，一阶条件便足够。

证明. 在最小化中取竞争者 µ = µk，直接得到 (4.10)。对一阶条件，记 µ+ = µk+1，ξ+ =

δF/δρ(ρk+1)。取 w ∈ C∞
c (Rd;Rd)，µϵ = (Id+ϵw)#µ

+。原最优耦合 (x, T (x)) 可以改成 (x +

ϵw(x), T (x))，因此

W 2
2 (µϵ, µ

k) ≤
∫

|x+ ϵw(x)− T (x)|2 dµ+(x).

定义显式比较函数

J̃(ϵ) = F(µϵ) +
1

2h

∫
|x+ ϵw(x)− T (x)|2 dµ+(x).

它不小于 µϵ 的 JKO 目标，而后者不小于最小值；在 ϵ = 0 时，两次不等式都取等号。故 J̃ 在零
点取最小值。对这个可微函数求导，并用 (4.1)，得到

0 = J̃ ′(0) =

∫ (
∇ξ+(x) + x− T (x)

h

)
· w(x) dµ+(x).

对所有紧支撑光滑 w 成立，就得到 (4.11)。

注意 T 在此处把新分布运回旧分布，所以 (4.11) 中出现加号。真正向前的步进满足
x− T (x) = −h∇ξ+(x)，正是使用新位置计算梯度的隐式下降。本命题证明了一个光滑最小化步
骤的性质；JKO 最小化者的一般存在性与 h→ 0 的收敛属于进一步的变分分析。

到这里，“在分布空间中做计算”已经有了具体的数学含义：散度与 ELBO 给出目标，最优
运输衡量移动代价，第一变分把目标转成速度，连续性方程把速度转成分布演化。对 KL，
自由能的下降恰好分成势能输运与熵扩散。接下来引入随机粒子和归一化生灭，便可以进
一步把这些分布操作变成可实现的算法。

5 Brownian motion：平方根尺度如何改变微积分

前一章用速度场推动粒子，从而在概率分布空间中移动。本章加入另外两种操作：给位置添加随
机增量，以及改变不同位置的相对权重。我们先把随机增量对应的微积分建立起来，再从同一
个测试函数计算推出分布方程。这也补全原课程粒子系统讲义中从链式法则到分布演化的主线
[2, 6]。
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5.1 Brownian motion 与信息的时间顺序

定义 5.1 (Brownian motion)。在概率空间 (Ω,F ,P)上，令 (Ft)t≥0 为满足通常条件的滤过，即随
时间增加的信息族，取完备且右连续的版本。一个 m维标准 Brownian motion Wt 满足：W0 = 0，
样本路径几乎必然连续，Wt 对 Ft 可测，且对任意 0 ≤ s < t，

Wt −Ws ∼ N (0, (t− s)Im), Wt −Ws 独立于Fs.

过程 Ht 称为适应的，是指 Ht 对 Ft 可测：时刻 t 的选择只能使用已经出现的信息。

独立于整个 Fs 比仅仅独立于 Ws 更强。我们可以让 F0 包含随机初值，但它不能预先透露
未来的 Brownian 增量。一个可积适应过程 Mt 称为鞅，是指对 s < t 有 E[Mt | Fs] =Ms：给定
当前信息，对未来值的最佳均值预测仍是当前值。在一维情形，对固定 t 与 h > 0，

Wt+h −Wt
d
=

√
hZ, Z ∼ N (0, 1), E |Wt+h −Wt|2 = h. (5.1)

这说明增量的均方根尺度为
√
h，并不是沿每条样本路径都有一个固定常数控制全部小增量。确

定性速度在时间 h 内贡献 O(h) 位移；Brownian 噪声的典型位移则是 O(
√
h)。因此，后者的平

方仍然与时间 h 同阶。

证明直觉 普通链式法则忽略二阶项，是因为 n 个长度约 1/n 的时间步中，每步的位移平
方约为 1/n2，相加后消失。Brownian 每步的位移平方约为 1/n，相加后留下有限量。Itô 修
正项的来源，就是这个没有消失的二阶账目。

5.2 二次变差：把尺度直觉变成一个 L2 结论

固定 T > 0。令 D = {0 = t0 < · · · < tn = T} 为确定性分割，记 hi = ti+1 − ti，|D| = maxi hi，
∆iW =Wti+1 −Wti。

命题 5.2 (Brownian 二次变差与交叉变差)。 当 |D| → 0 时，对任意坐标 α, β ∈ {1, . . . ,m}，∑
i

∆iW
α∆iW

β −→ δαβT 于L2(P). (5.2)

若 Hi 对 Fti 可测且 |Hi| ≤ C，则还有

E

∣∣∣∣∣∑
i

Hi

(
∆iW

α∆iW
β − δαβhi

)∣∣∣∣∣
2

≤ 2C2T |D| . (5.3)

证明直觉 每个平方增量的均值就是这一小段时间的长度。中心化之后，不同时段之间的交
叉项为零；总方差因此是各段长度平方之和。分割越细，这个总方差越小。即使系数取决于
过去，条件期望仍能消掉下一步的中心化增量。

证明. 一维高斯变量满足 EZ2 = 1、EZ4 = 3，故

E(∆iW
α)2 = hi, Var((∆iW

α)2) = 2h2i .

当 α 6= β 时，同一时段内两坐标独立，乘积均值为零，二阶矩为 h2i。因此，令 Ui = ∆iW
α∆iW

β−
δαβhi，有

E[Ui | Fti ] = 0, E[U2
i | Fti ] ≤ 2h2i .
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对 i < j，HiUiHj 已经对 Ftj 可测，故 E[HiUiHjUj ] = 0。于是

E

∣∣∣∣∣∑
i

HiUi

∣∣∣∣∣
2

=
∑
i

E[H2
i U

2
i ] ≤ 2C2

∑
i

h2i ≤ 2C2T |D| .

取 Hi = 1 即得第一个结论。

若 Ht 是有界、连续、适应的过程，取 Hi = Hti，再加上普通 Riemann 和的收敛，可得

∑
i

Hti∆iW
α∆iW

β −→ δαβ

∫ T

0
Ht dt 于概率意义.

这正是稍后 Taylor 展开需要的带权版本。上面的命题对任意确定性细分给出 L2 收敛，没有声称
所有依赖样本路径的分割都同时成立。例如，沿二进分割，方差界可求和，Chebyshev 不等式与
Borel–Cantelli 引理进一步给出几乎必然收敛。结合路径连续性，这也说明 Brownian 路径几乎必
然没有有限全变差：否则平方增量之和不超过最大增量乘全变差，必然趋于零，与极限 T 矛盾。

5.3 Itô 积分：先决定系数，再观察下一步噪声

定义 5.3 (简单过程的 Itô 积分)。设 Hi 是对 Fti 可测的 d×m 随机矩阵，且 E ‖Hi‖2F <∞。对
简单过程

Ht =
n−1∑
i=0

Hi 1(ti,ti+1](t),

定义 ∫ T

0
Ht dWt :=

n−1∑
i=0

Hi(Wti+1 −Wti). (5.4)

这里 ‖A‖2F = Tr(AA⊤) 是矩阵 Frobenius 范数的平方。区间内尚未结束时，将最后一个增量截在
当前时刻，就定义了整个积分过程。

命题 5.4 (Itô 等距与零均值)。 简单过程的积分是连续的平方可积鞅，且

E
∫ T

0
Ht dWt = 0, E

∥∥∥∥∫ T

0
Ht dWt

∥∥∥∥2 = E
∫ T

0
‖Ht‖2F dt. (5.5)

证明直觉 系数可以随机，也可以根据过去不断调整；它只要没有偷看下一步噪声，下一步
增量的条件均值就仍是零。于是不同时间段的贡献在 L2 中正交，求和后的能量等于每一步
能量之和。这个等式使积分能从简单过程稳定地延拓出去。

证明. 记 Vi = Hi∆iW。因为 Hi 在区间左端已知，

E[Vi | Fti ] = 0, E[‖Vi‖2 | Fti ] = hi Tr(HiH
⊤
i ).

对 i < j 条件于 Ftj，得到 E 〈Vi, Vj〉 = 0。展开平方后，只剩对角项，便得到等距公式和零均
值。在任意两个确定时刻之间细分，同样的条件期望计算给出鞅性质；路径连续性则直接来自
Brownian 路径连续性。
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现在以 ‖H‖2H2 = E
∫ T
0 ‖Ht‖2F dt为范数，将简单适应过程取闭包。若 H(k) → H 于这个范数，

则等距公式保证
∫
H(k) dW 是 L2 Cauchy 列，其极限与逼近方式无关。这就定义了

∫
H dW。平

方可积的连续适应过程属于这个闭包：先截断过程的大小，再用左端取值的分段常数过程逼近，
即可用控制收敛证明。

延拓后的积分仍有连续鞅版本。这里使用的 Doob 最大不等式为

E sup
0≤t≤T

‖Mt‖2 ≤ 4E ‖MT ‖2 , (5.6)

其中 M 为从零出发的连续平方可积鞅。对右连续且有左极限的平方可积鞅，同一个最大不
等式也成立，后文的跳跃鞅将使用这个版本。因此积分过程的逼近也在 L2 的一致范数下收
敛。这个不等式的核心很短：记 M∗ = supt≤T ‖Mt‖，在首次越过 λ 的时刻停下，对次鞅 ‖Mt‖
取条件期望，得到 λP(M∗ ≥ λ) ≤ E[‖MT ‖1{M∗≥λ}]。对 λ 积分并用 Cauchy–Schwarz，便有
E(M∗)2 ≤ 2E[M∗ ‖MT ‖] ≤ 2 ‖M∗‖L2 ‖MT ‖L2；先截断 M∗ 再取极限可避免预先假设其可积。

若 H 仅局部平方可积，就在
∫ t
0 ‖Hs‖2F ds 或过程大小首次超过整数阈值时停止，再将各段积

分拼接。这样得到的是局部鞅；没有额外可积性时，不能直接把它的期望写成零。另一方面，即
使积分是平方可积鞅，随机系数也不保证积分服从高斯分布。

例 5.5 (为什么不能随意更换取值点)。 由恒等式

W 2
T = 2

∑
i

Wti∆iW +
∑
i

(∆iW )2

及前面的两个收敛结论，一维情形下∫ T

0
Wt dWt =

1

2
(W 2

T − T ). (5.7)

右端均值为零，却不是高斯变量。若改用右端取值 Wti+1，两种和的差恰为平方增量之和，极限
相差 T。取值规则因此是积分定义的一部分。

5.4 Itô 公式：Taylor 二阶项的累积

定理 5.6 (Itô 公式)。 设 W 为 m 维 Brownian motion，Xt ∈ Rd 具有积分表示

Xt = X0 +

∫ t

0
βs ds+

∫ t

0
Γs dWs, Γs ∈ Rd×m.

本讲采用以下充分条件：X0 对 F0 可测且几乎必然有限，β,Γ 是连续适应过程，随机积分按上
述局部化定义，且 u ∈ C1,2([0, T ]×Rd)，即对时间有连续一阶导数、对空间有连续二阶导数。那
么几乎必然，对全部 t ∈ [0, T ] 同时成立

u(t,Xt)− u(0, X0) =

∫ t

0

[
∂su+ 〈βs,∇u〉+

1

2
Tr(ΓsΓ⊤

s ∇2u)

]
(s,Xs) ds

+

∫ t

0
∇u(s,Xs)

⊤Γs dWs. (5.8)

随机积分一般先按局部意义理解；若其被积函数满足平方可积条件，就是真正的零均值鞅。
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证明直觉 先对一个小时间段做普通 Taylor 展开，再将所有小段相加。一阶随机项成为 Itô
积分；二阶随机项的条件平均留下 1

2 Tr(ΓΓ⊤∇2u) dt。漂移的平方以及漂移与噪声的交叉项
都消失。真正需要证明的并非形式上的 dW dW = dt，而是这几类和分别收敛到什么。

证明. 先在系数和所用导数有界的情形证明，再局部化。

第一步：一维 Brownian motion。先只取 X =W。对空间做二阶 Taylor 展开，对时间使用
积分形式的一阶展开，得到

u(T,WT )− u(0,W0) =
∑
i

∫ ti+1

ti

∂tu(s,Wti+1) ds+
∑
i

∂xu(ti,Wti)∆iW

+
1

2

∑
i

∂xxu(ti,Wti)(∆iW )2 +
∑
i

Ri.

时间项由路径连续性收敛到
∫ T
0 ∂tu(t,Wt) dt。随机一阶项由等距和左端逼近收敛到∫ T

0 ∂xu(t,Wt) dWt。由命题 5.2，二阶项收敛到 1
2

∫ T
0 ∂xxu(t,Wt) dt。最后，空间二阶导数

在每个紧集上一致连续；若 ωu 为该紧集上的连续模，则∣∣∣∣∣∑
i

Ri

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
ωu

(
max
i

|∆iW |
)∑

i

(∆iW )2 −→ 0 于概率意义.

这里第一个因子趋于零，第二个因子由二次变差结论在概率意义下有界。这也表明只需空间 C2，
不必额外假设三阶导数存在。

第二步：多维 Brownian motion与冻结系数。多维 Taylor二阶项为 1
2

∑
α,β ∂αβu∆iW

α∆iW
β。

带权交叉变差极限为零，带权平方变差留下对角线之和，即 1
2∆u。在一个区间左端，把 β,Γ 冻

结成当时已知的随机常数。条件于左端信息，对函数

(s, w) 7−→ u
(
s, x+ β(s− s0) + Γw

)
应用刚才的 Brownian 公式，得到该区间上 ∂su+ β · ∇u+ 1

2 Tr(ΓΓ⊤∇2u)。未来 Brownian 增量
独立于左端信息，故这一条件计算合法。对简单适应系数，逐段相加便证明了公式。

第三步：逼近连续系数。用左端简单过程 β(k),Γ(k) 逼近，并令 X(k) = X0 +
∫
β(k) ds +∫

Γ(k) dW。有界性、连续性、等距和最大不等式给出

E sup
t≤T

∥∥∥X(k)
t −Xt

∥∥∥2 −→ 0.

在已对 X(k) 证明的公式中，普通积分项用控制收敛，随机积分项用 Itô 等距，即可逐项取极
限。先对每个有理 t 成立，再利用两边连续性，得到对所有 t 同时成立。一般局部条件下，在
‖X‖+ ‖β‖+ ‖Γ‖ 首次达到阈值时停止，并截断 u。停止后的系数只额外出现一个跳点，仍能作
同样的 L2 简单过程逼近。令阈值趋于无穷，便得到所述公式。

因此常用的符号规则

dWα
t dW β

t = δαβ dt, dt dWt = 0, (dt)2 = 0

是上述极限定理的记忆法，不是普通实数无穷小的乘法规则。
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6 SDE 与 Fokker–Planck：从轨道到概率分布

6.1 SDE 是一个积分方程

写
dXt = b(t,Xt) dt+Σ(t,Xt) dWt (6.1)

的准确含义是

Xt = X0 +

∫ t

0
b(s,Xs) ds+

∫ t

0
Σ(s,Xs) dWs. (6.2)

其中 b : [0, T ]× Rd → Rd 是漂移，Σ : [0, T ]× Rd → Rd×m 是扩散系数矩阵。它不是将不存在的
普通导数 Ẇt 代入 ODE。

定理 6.1 (全局 Lipschitz 系数下的存在唯一性)。设 b,Σ 连续，且存在 L,K < ∞，使得对全部
t, x, y，

‖b(t, x)− b(t, y)‖2 + ‖Σ(t, x)− Σ(t, y)‖2F ≤ L2 ‖x− y‖2 ,

‖b(t, 0)‖2 + ‖Σ(t, 0)‖2F ≤ K2.

若 X0 对 F0 可测且 E ‖X0‖2 < ∞，则对于给定的 Brownian motion，存在唯一的连续适应解，
满足 E supt≤T ‖Xt‖2 <∞。这里唯一性指路径唯一性：使用同一个初值和同一条 Brownian 路径
的两个解几乎必然完全相同。

证明直觉 Picard 迭代仍然有效，只是比较两次迭代时，要用 Itô 等距控制随机积分。
Lipschitz 条件保证输入轨道的误差不会被系数过度放大。每多迭代一次，都多积一次时间；
反复积分产生的阶乘最终压过所有固定常数。

证明. 令 X
(0)
t = X0，并递归定义

X
(k+1)
t = X0 +

∫ t

0
b(s,X(k)

s ) ds+
∫ t

0
Σ(s,X(k)

s ) dWs.

假设蕴含线性增长界 ‖b(t, x)‖2 + ‖Σ(t, x)‖2F ≤ 2K2 + 2L2 ‖x‖2。由 Cauchy–Schwarz、Itô
等距及最大不等式，每次迭代均连续、适应，且有有限的 L2 最大范数。记 Dk(t) =

E supu≤t
∥∥∥X(k+1)

u −X
(k)
u

∥∥∥2。对 k ≥ 1，上述不等式给出

Dk(t) ≤ 2L2(T + 4)

∫ t

0
Dk−1(s) ds.

若 CT = 2L2(T + 4)，AT = supt≤T D0(t) <∞，则归纳得到

Dk(T ) ≤ AT
(CTT )

k

k!
.

由于
∑

k

√
Dk(T ) < ∞，迭代在 L2 的一致范数下收敛到连续适应过程 X。Lipschitz 条件与等

距保证两个积分也收敛，所以极限满足积分方程。对两个解作完全相同的估计，差异函数 D(t)

满足 D(t) ≤ CT
∫ t
0 D(s) ds；Grönwall 不等式给出 D = 0。若尚未知道待比较的解有全局二阶矩，

先在两条轨道离开同一个大球时停止，作相同估计，再令球半径趋于无穷即可。

这里列的是容易检查的充分条件，并不要求每一个后续模型都必须全局 Lipschitz。如果只满
足局部条件，就需要另外证明解不会在有限时间逃向无穷；本定理没有省略这一步来覆盖它们。
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6.2 OU 过程：先解一个能逐项核验的模型

命题 6.2 (Ornstein–Uhlenbeck 过程)。 设 κ > 0、g > 0、x̄ ∈ R，并考虑

dXt = −κ(Xt − x̄) dt+ g dWt.

其解为

Xt = x̄+ e−κt(X0 − x̄) + g

∫ t

0
e−κ(t−s) dWs. (6.3)

若 X0 = x0 确定，则

Xt ∼ N
(
x̄+ e−κt(x0 − x̄),

g2

2κ
(1− e−2κt)

)
. (6.4)

若 X0 随机、对 F0 可测且平方可积，则

EXt = x̄+ e−κt(EX0 − x̄),

Var(Xt) = e−2κt Var(X0) +
g2

2κ
(1− e−2κt). (6.5)

平稳分布为 N (x̄, g2/(2κ))，且上述初始分布的边缘分布随 t→ ∞ 收敛到它。

证明直觉 漂移不断擦去初值的影响，噪声不断注入新方差。过去注入的噪声也会被漂移衰
减，所以长时间后的总方差是一个有限的指数衰减积分。稳态方差来自收缩和随机扰动的平
衡。

证明. 对 u(t, x) = eκt(x− x̄) 应用 Itô 公式。它对 x 是线性的，因此二阶导数为零，漂移恰好抵
消：

d
(
eκt(Xt − x̄)

)
= geκt dWt.

积分后即得显式解。被积函数是确定性的，故随机积分是高斯变量：它是独立高斯增量的确定系
数线性组合的 L2 极限。由等距，其方差为

g2
∫ t

0
e−2κ(t−s) ds = g2

2κ
(1− e−2κt).

该积分独立于 F0，从而得到均值方差公式。取 X0 ∼ N (x̄, g2/(2κ))，独立高斯项相加后分布不
变。一般初值的衰减项趋于零，而高斯噪声项的方差趋于 g2/(2κ)，给出所述分布收敛。

若随机 X0 不是高斯变量，有限时刻的 Xt 通常也不是高斯变量；式 (6.5) 仍然成立。例如
κ = 1、x̄ = 2、g = 1/

√
2 时，平稳分布正是 N (2, 1/4)。

6.3 先用测试函数，再写密度方程

对概率测度 µ，简记 µ(φ) =
∫
φ dµ。令 µt = Law(Xt)，并定义生成算子

Ltφ(x) = 〈b(t, x),∇φ(x)〉+ 1

2

d∑
i,j=1

aij(t, x)∂ijφ(x), a = ΣΣ⊤. (6.6)
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定理 6.3 (SDE 对应的 Fokker–Planck 方程)。 在定理 6.1 的条件下，对每个 φ ∈ C∞
c (Rd)，

µt(φ)− µ0(φ) =

∫ t

0
µs(Lsφ) ds. (6.7)

这称为 ∂tµt = L∗
tµt 的弱形式。若 µt 存在密度 ρt，则密度在分布意义下满足

∂tρt = −
d∑
i=1

∂i(biρt) +
1

2

d∑
i,j=1

∂ij(aijρt). (6.8)

若进一步 ρ 对时间 C1，biρ 对空间 C1，aijρ 对空间 C2，且这些导数连续，则该等式逐点成立。

证明直觉 描述一个分布怎样变化，可以先观察所有光滑读数 φ(Xt) 怎样变化。Itô 公式给
出每条轨道上的读数增量；取期望去掉零均值噪声后，就得到分布的确定性演化。最后用分
部积分，把导数从测试函数移到密度上。漂移项移动一次导数，产生负号；扩散项移动两次
导数，符号恢复为正。

证明. 对 u(t, x) = φ(x) 应用 Itô 公式，有

φ(Xt)− φ(X0) =

∫ t

0
Lsφ(Xs) ds+

∫ t

0
∇φ(Xs)

⊤Σ(s,Xs) dWs.

因为 ∇φ 支持在紧集上，Σ 在该紧集与有限时间区间上有界，最后的积分平方可积且均值为零。
同样，Lsφ 有界，故可以交换时间积分和期望，得到弱形式。若存在密度，则∫

ρtbi∂iφ dx = −
∫
φ∂i(biρt) dx,∫

ρtaij∂ijφ dx =

∫
φ∂ij(aijρt) dx.

紧支持测试函数消去了边界项；没有经典导数时，上面两行就是分布导数的定义。再允许对时间
作紧支持测试，便得到时空分布意义下的 PDE。在额外的连续可微条件下，两个连续函数作为
分布相等，因而逐点相等。

三个容易混淆的点。噪声维数 m 与位置维数 d 可以不同；分布方程依赖的是 a = ΣΣ⊤。若
Σ = gId 且 g 不依赖位置，扩散项为 g2

2 ∆ρ；因此
√
2 dW 对应 ∆ρ，标准 dW 对应 1

2∆ρ。
若 a 依赖位置，正确形式是 1

2∂ij(aijρ)，一般不能改写成
1
2∇ · (a∇ρ)。

密度的存在并不是全局 Lipschitz假设的自动结论。例如 Σ = 0且初值为一个点时，分布可以
始终是 Dirac 测度。因此弱形式 (6.7) 是更基础的对象。概率质量为一则直接来自 µt = Law(Xt)，
也可在测试函数计算中取 φ = 1 得到。若只从密度 PDE 出发在全空间积分，还需用衰减、零通
量或合适的截断论证来消去无穷远边界。

最后回看纯 transport：令 Σ = 0、b = v，就有 d
dtµt(φ) = µt(vt · ∇φ)，对应前章的连续性方

程 ∂tρ+∇ · (ρv) = 0。这与式 (3.9) 是同一个方程。扩散保留同一个漂移项，只是额外加入了由
二次变差产生的二阶算子。

7 生灭与权重：带归一化反应的粒子系统

移动位置、增加噪声、改变相对权重，是三种不同的分布操作。前两种操作由轨道上的 SDE 描
述；第三种操作需要给路径附上权重，或者在粒子群中复制与替换。
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更新前 更新后

输运

扩散

生灭

X ← X + hb(X) ∂tρ = −∇· (ρb)

X ← X +
√
2Dhξ ∂tρ = D∆ρ

wi ← wie
hri/

∑
j wje

hrj ∂tρ = (r − Eρr)ρ

图 1: 同一组粒子的三种更新。输运改变位置，扩散加入尺度为
√
h 的随机增量，生灭改变质量

的分配。第三行用点的大小表示权重；复制与删除可以把权重重新表示成等权样本。此图仅示意
一步操作，不表示有限个粒子已经满足连续密度方程；反应本身也不能在原先零质量的区域创造
新支持。

7.1 从 Feynman–Kac 权重推导反应项

命题 7.1 (路径加权与归一化反应)。令 X 解式 (6.1)，初始分布为概率测度 µ0，并满足定理 6.1
的条件。设 r : [0, T ]×Rd → R 连续，且 |r(t, x)| ≤ Rr。定义路径权重、未归一化测度及其总质量

Ht = exp
(∫ t

0
r(s,Xs) ds

)
, γt(φ) = E[Htφ(Xt)], Zt = γt(1). (7.1)

则 γt 是正的有限测度，e−Rrt ≤ Zt ≤ eRrt，且

d
dtγt(φ) = γt(Ltφ+ rtφ). (7.2)

归一化后的概率测度 µt = γt/Zt 满足

d
dtµt(φ) = µt(Ltφ) + µt(rtφ)− µt(rt)µt(φ). (7.3)

这里可取 φ ∈ C∞
c ，也可取常数函数 1。若存在密度，则相应的分布方程为

∂tρ̃t = L∗
t ρ̃t + rtρ̃t, (7.4)

∂tρt = L∗
tρt +

(
rt − Eρtrt

)
ρt. (7.5)

证明直觉 短时间内，位于 x 的路径权重乘上 1+ rt(x) dt。因此未归一化质量多出 rtρ̃t。随
后把全体质量重新缩放为一，就必须扣掉群体的平均增长率。一个位置是否增加相对质量，
取决于它是否比平均水平增长得快。
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证明. 权重满足普通有限变差方程 dHt = Htr(t,Xt) dt。对乘积 Htφ(Xt) 使用 Itô 公式；有限变
差项与 Brownian 项的二次交叉变差为零，故

d(Htφ(Xt)) = Ht(Ltφ+ rtφ)(Xt) dt+Ht∇φ(Xt)
⊤Σ(t,Xt) dWt.

由于 Ht ≤ eRrT，随机积分仍平方可积。取期望给出未归一化等式。令 φ = 1，得到

Z ′
t = γt(rt) = Ztµt(rt).

对商 γt(φ)/Zt 求导，便得

γ′t(φ)

Zt
− γt(φ)Z

′
t

Z2
t

= µt(Ltφ+ rtφ)− µt(φ)µt(rt).

密度形式由前一节同样的分部积分得到。特别地，取 φ = 1 时右侧为零，验证了归一化后的质量
守恒。

这是 Feynman–Kac 的前向测度表述；它与常见的后向价值函数表述使用同一个路径权重 [6,
第 7.7 节]。这里的 µt 是加权路径群的分布，一般不等于单个未加权轨道的 Law(Xt)。式 (7.5) 虽
然总质量为一，仍应称为 带归一化反应项的 Fokker–Planck 方程；其中包含空间位置上的质量增
加与减少。

例 7.2 (没有位置移动时，生灭就是指数重加权)。 当 b = 0、Σ = 0，且 r 不依赖时间时，

µt(dx) =
etr(x)µ0(dx)∫
etr(y)µ0(dy)

.

例如只有 A,B 两个位置，pt = µt({A})，则 ṗt = (r(A)− r(B))pt(1− pt)。它可以重新分配两处
的比例，但不会在原支持以外产生一个新位置。同时，将 rt(x) 加上任何仅依赖时间的常数，归
一化演化完全不变。

7.2 从权重到算法：先区分两个误差来源

设当前用带权粒子表示分布：

µNk =

N∑
i=1

wki δxki
, wki ≥ 0,

∑
i

wki = 1.

一个简单时间步长为 h 的实现，是先作指数权重步，再作位置 Euler 步：

wk+1
i =

wki e
hr(tk,x

k
i )∑

j w
k
j e
hr(tk,x

k
j )
, (7.6)

xk+1
i = xki + hb(tk, x

k
i ) +

√
hΣ(tk, x

k
i )ξ

k
i , ξki

iid∼ N (0, Im). (7.7)

各步的新噪声独立于已知历史。这里明确选择先反应再移动的分裂顺序；这是连续方程的离散近
似，并不是其精确有限步长解。指数形式保持权重非负，无须为了非负性强制 1 + hri ≥ 0。

证明直觉 指数权重的一阶展开扣除平均增长率，Euler 位置步的一阶条件期望产生生成算
子。把这两个一阶计算相加，就能核对程序是否对应目标分布方程。时间步长误差来自离散
化；粒子数误差来自用有限点集代表分布，两者应分别考虑。
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一步一致性核验. 固定当前有限粒子配置，记 ri = r(tk, x
k
i )。由 r 有界，

wk+1
i = wki

[
1 + h

(
ri − µNk (r)

)]
+O(h2).

对 φ ∈ C3
b (Rd)，位置步的增量 ∆i 满足

E[∆i | Ftk ] = hbi, E[∆i∆
⊤
i | Ftk ] = hai + h2bib

⊤
i .

二阶 Taylor 展开及 E ‖∆i‖3 = O(h3/2) 因而给出

E[φ(xk+1
i ) | Ftk ] = φ(xki ) + hLtkφ(x

k
i ) + o(h).

这里余项针对固定配置；若系数有界，则相应估计可对配置一致。乘以新权重并求和，得到

E[µNk+1(φ) | Ftk ] = µNk (φ) + h
[
µNk (Ltkφ) + µNk (rφ)− µNk (r)µ

N
k (φ)

]
+ o(h).

这与式 (7.3) 的漂移一致。

重采样的无偏性，究竟指什么？ 当权重高度集中时，可给定当前带权点集 νN =
∑

iwiδxi，记其
全部位置与权重的信息为 G。条件于 G，独立抽取索引 A1, . . . , AN，满足 P(Aj = i | G) = wi，然
后令新粒子为 xAj，权重统一为 1/N。记 ν̂N = N−1

∑
j δxAj

，则

E[ν̂N (φ) | G] = νN (φ), Var(ν̂N (φ) | G) = νN (φ2)− νN (φ)2

N
. (7.8)

证明就是给定点集后对 N 个独立抽样的均值、方差求和。因此，这里的无偏是对当前离散测度
的条件无偏。自归一化的有限粒子估计本身一般仍有偏，不能据此声称它无偏估计真实目标。给
定当前点集，新粒子是从该离散分布条件独立抽出的；消去这个条件后通常相关。例如对不同新
粒子 i 6= j，Cov(φ(xAi), φ(xAj )) = Var(νN (φ))。它们也不能被直接视为从连续目标分布得到的
独立样本。

7.3 固定 N 的成对复制与替换：精确的条件漂移

还可以始终保持等权粒子 µNt = N−1
∑N

i=1 δXi
t
。各粒子在跳跃之间用独立 Brownian 驱动，遵循

同一个 SDE。仍采用前面对 b,Σ, r 的假设，且各初值平方可积；不要求初值之间相互独立。在
当前配置下，记 ri = r(t,X i

t−)。对每个有序对 (i, j)，以非负速率

qi→j =
(ri − rj)+

N
, z+ = max{z, 0}, (7.9)

把接收者 j 的位置替换成供者 i 的位置，其他位置不变。每次事件同时复制一个粒子并删除另一
个，故粒子总数严格等于 N。当 |r| ≤ Rr 时，总跳跃速率不超过 2RrN，有限时间内不会发生无
穷多次跳跃。

命题 7.3 (成对替换的漂移与鞅噪声)。 对上述系统和 φ ∈ C∞
c (Rd)，

dµNt (φ) =
[
µNt (Ltφ) + µNt (rtφ)− µNt (rt)µ

N
t (φ)

]
dt+ dMN

t (φ), (7.10)

其中 MN (φ) 是从零出发的平方可积鞅。若 Cφ = supt≤T,x
∥∥Σ(t, x)⊤∇φ(x)∥∥，Bφ = ‖φ‖∞，则

E sup
t≤T

∣∣MN
t (φ)

∣∣2 ≤ 4T

N

(
C2
φ + 8RrB

2
φ

)
. (7.11)

在前面的连续系数假设下，紧支持的 ∇φ 保证 Cφ <∞。
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证明直觉 让高增长率粒子替换低增长率粒子，可以直接增加前者的相对份额。速率中的
1/N 保证全群每单位时间约有 O(N) 次操作；每次操作对平均读数只改变 O(1/N)。因此漂
移是 O(1)，而累积方差是 O(N)×O(1/N2) = O(1/N)。下面的代数检查表明，漂移恰好就
是所需的中心化反应项。

证明. 在固定配置处简记 φi = φ(Xi)。事件 i → j 使经验读数增加 (φi − φj)/N，故跳跃部分的
条件漂移为 ∑

i,j

(ri − rj)+
N

φi − φj
N

=
1

2N2

∑
i,j

(ri − rj)(φi − φj)

=
1

N

∑
i

riφi −

(
1

N

∑
i

ri

)(
1

N

∑
i

φi

)
.

第一行将 (i, j) 与 (j, i) 配对，并使用 z+ − (−z)+ = z。第二行展开四项求和。这正是 µN (rφ)−
µN (r)µN (φ)。连续运动部分由每个粒子的 Itô 公式给出 µN (Ltφ)。将实际跳跃数减去其条件速率
的时间积分，得到补偿跳跃鞅；再加上 Brownian 积分鞅，便得式 (7.10)。

为核对噪声大小，记 〈MN 〉 为可预测二次变差，即鞅增量条件方差的累积。独立 Brownian
驱动给出的单位时间二次变差为

1

N2

∑
i

∥∥∥Σ(t,X i)⊤∇φ(Xi)
∥∥∥2 ≤ C2

φ

N
.

跳跃部分为
1

N3

∑
i,j

(ri − rj)+(φi − φj)
2 ≤

8RrB
2
φ

N
.

连续鞅与纯跳跃鞅的交叉二次变差为零。因此 E
∣∣MN

T

∣∣2 = E〈MN 〉T 不超过两个上界的时间积分。
再用 Doob 最大不等式，便得到结论。

这是一条有限 N 的精确随机方程。它显示，固定时间区间内每个测试读数的鞅噪声具有
N−1/2 均方根尺度。但要证明整个经验分布逼近确定性的 µt，还须控制初始误差与非线性漂移的
稳定性；上述噪声界本身没有证明完整的粒子极限，也没有证明粒子相互独立。第 8 节将补全这
一环：定理 8.9 证明纯生灭的固定粒子数复制替换极限，定理 8.10 证明三种操作组合后的带权
粒子极限。当 Rr > 0 时，一个明确的时钟实现是：用速率 2RrN 的独立 Poisson 时钟产生候选
事件，每次均匀选择一个有序对 (i, j)，再以 (ri − rj)+/(2Rr) 的概率接受替换。候选速率乘选中
概率再乘接受概率，正好等于式 (7.9)。每次要把位置推进到候选时刻后，再计算接受概率；若
Rr = 0 则没有替换。这避免了把随位置变化的速率错误地冻结成下一次事件的恒定速率。一般
SDE 的位置推进仍需数值近似，相应时间误差另行处理。

7.4 回到采样：密度依赖的增长率

原生灭采样工作选择增长率与当前密度和目标密度的偏差有关 [7]。例如

r[ρt](x) = −λ log ρt(x)
π(x)

, λ ≥ 0.

中心化后，当前相对过多的位置减少份额，相对不足的位置增加份额。目标 π 的未知归一化常数
只给增长率增加一个常数，因此会消去。与 Langevin 扩散组合，可以同时探索位置与调整已有
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区域之间的比例。它与前章 KL 的 Wasserstein 梯度流的联系 [4]，将在综合部分通过同一个能量
耗散公式进一步解释。

说明 7.4 (实现与定理的边界)。这里的 r[ρ] 依赖未知密度，且未必有界。前面针对给定有界增长
率的 Feynman–Kac 命题，不是这个非线性方程存在唯一性的证明。另外，经验测度 N−1

∑
i δXi

是原子的，不能直接对它写 log ρ(Xi)。实际算法需要额外的密度估计或经过定义的替代量；相应
近似与正则化也需单独分析。

同一条计算链。对位置作 transport，用普通一阶链式法则，得到连续性方程。给位置加入
Brownian diffusion，二次变差留下 Itô 二阶项，得到 Fokker–Planck 方程。再给路径指数
权重或在群体中复制与替换，得到反应项；除以总质量后，增长率自动中心化。从始至终，
测试函数把粒子层面的操作翻译为分布层面的方程。
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8 从粒子到 PDE：三种操作的严格对应

前两章已经推导了生成算子。本节把这个计算补成粒子与分布方程之间的严格结论，并区分三个
对象：一组实际粒子的经验测度、一个粒子的概率分布，以及粒子数趋于无穷后的极限。它们有
关联，却不能在推导中直接互换。

证明直觉 测试函数 φ 可以看作一个测量仪器。粒子移动时，仪器的读数改变；粒子出生
或死亡时，求和中的项数改变。先精确计算平均读数的变化，再说明随机误差如何消失，才
得到了粒子算法与确定性 PDE 的对应。对随机经验测度直接删掉噪声项，会跳过这个对应
中最关键的一步。

本节固定有限时间区间 [0, T ]，空间为 Rd。记 Ckb 为函数及其至多 k 阶空间导数连续且有界
的函数类，Ckc 还要求紧支撑。概率测度曲线 t 7→ µt 称为窄连续，是指对每个有界连续函数 φ，
t 7→ µt(φ) 连续。除最后明确讨论的密度依赖问题外，系数 b,Σ, r 都是预先给定的确定性函数。

定义 8.1 (测度意义下的分布演化)。 令 a = ΣΣ⊤，且 Lt 为式 (6.6) 的算子。窄连续概率测度曲
线 µ 满足带归一化反应的分布方程，是指对所有 φ ∈ C∞

c (Rd) 和 t ∈ [0, T ]，

µt(φ)− µ0(φ) =

∫ t

0

[
µs(Lsφ) + µs(rsφ)− µs(rs)µs(φ)

]
ds. (8.1)

若密度存在，其对应的 PDE 是

∂tρ = −∇· (bρ) + 1

2

d∑
i,j=1

∂ij(aijρ) +

(
r −

∫
rρ dx

)
ρ. (8.2)

删去不使用的系数，就得到下面各个操作的弱方程。

弱方程允许原子初值，也允许演化始终没有密度。将 φ(x) 换成时间与空间的测试函数、对
时间分部积分，再把空间导数移到测度上，就得到时空分布形式。只有在相关导数连续存在时，
才进一步得到逐点成立的经典 PDE。本节对每个结论列出足够且便于核验的条件，不把形式计
算当作额外正则性的证明。

8.1 输运：有限粒子本身就满足弱连续性方程

前面的定理 3.5 建立了流与连续性方程的联系。这里把粒子算法中的量词说清楚：有限个确定性
运动的粒子，已经精确满足测度形式的 PDE；增加粒子数的作用，是逼近所希望的初始分布。
本节采用方便验证的充分条件：b,Dxb 在 [0, T ]× Rd 上连续，且

B := sup
t,x

|b(t, x)| <∞, L := sup
t,x

‖Dxb(t, x)‖ <∞.

记 Φs,t(x)为从时刻 s、位置 x出发的 ODE解。Picard迭代与全局 Lipschitz性给出唯一性，有界速
度排除了有限时间逃逸。因此正向与反向流都存在，并满足 Φ−1

s,t = Φt,s 及 |Φs,t(x)−x| ≤ B|t−s|。

定理 8.2 (输运粒子与弱 PDE 的精确对应)。 给定任意位置 x1, . . . , xN 和固定权重 wi ≥ 0、∑
iwi = 1，令

Xi
t = Φ0,t(xi), µNt =

N∑
i=1

wiδXi
t
.
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则对每个 φ ∈ C1
c (Rd)，逐路径精确成立

µNt (φ)− µN0 (φ) =

∫ t

0
µNs (b(s, ·) · ∇φ) ds. (8.3)

更一般地，对任意概率测度 µ0，推前 µt = (Φ0,t)#µ0 是弱连续性方程 ∂tµt +∇ · (bµt) = 0 的唯
一窄连续概率测度解。这些结论均不要求初始测度有密度或有限二阶矩。

证明直觉 弱 PDE 测量的是所有光滑观测量的变化。每个粒子的读数变化由普通链式法则
精确给出，乘上固定权重再求和就得到 PDE。要证明唯一性，把一个终点观测量沿特征线
向后搬运；沿流不变的观测量能够直接把终点分布读回初始分布。

证明. 有限粒子的恒等式。对每条轨迹，链式法则给出

φ(Xi
t)− φ(xi) =

∫ t

0
b(s,X i

s) · ∇φ(Xi
s) ds.

乘 wi 求和即得式 (8.3)。该计算对每组初始点成立，所以随机初值也不需要取期望才能得到此式。
对一般 µ0，把同一恒等式关于初始点积分即可。因为被积函数绝对值不超过 B‖∇φ‖∞，Fubini
定理适用。对任意 f ∈ Cb(Rd)，f(Φ0,t(x)) 关于 t 连续且被 ‖f‖∞ 控制，支配收敛给出 t 7→ µt(f)

连续，即所需的窄连续性。

允许随时间变化的测试函数。设 νt 是任一窄连续概率测度弱解。如果弱解起初仅对 C∞
c 定

义，先将 C1
c 函数作空间磨光，在函数与一阶导数的一致范数中取极限，即可得到同一恒等式。

对空间支撑位于固定紧集内的 u ∈ C1([0, t]× Rd)，它进一步推出

νt(u(t, ·))− ν0(u(0, ·)) =
∫ t

0
νs(∂su+ b · ∇u) ds. (8.4)

为严格验证，把区间分割成 [tk, tk+1]，在每段将增量拆成

νtk+1
(u(tk+1)− u(tk)) + (νtk+1

− νtk)
(
u(tk)

)
.

第一项用时间微积分，第二项用固定测试函数的弱方程，然后求和。当网格趋于零，∇u 的一致
连续性控制第二项的冻结误差。映射 (a, s) 7→ νa(∂su(s, ·)) 在紧时间正方形上连续：这由窄连续
性及 s 7→ ∂su(s, ·) 的一致范数连续性得到。因此第一项也收敛到所需积分，证明式 (8.4)。

反向特征线确定唯一解。固定 τ ≤ T 和 h ∈ C1
c (Rd)，取 u(s, x) = h(Φs,τ (x))。流关于空间

的 C1 性来自对其积分方程求导；流的复合恒等式进一步给出

∂sΦs,τ (x) = −DxΦs,τ (x)b(s, x), ∂su+ b · ∇u = 0.

若 supph ⊂ BR，有界位移保证 suppu(s, ·) ⊂ BR+BT，故这个时间依赖测试函数确实合法。代
入式 (8.4) 得

ντ (h) = ν0
(
h ◦ Φ0,τ

)
.

C1
c 函数区分有限 Borel 测度，因而 ντ = (Φ0,τ )#ν0。这对每个 τ 成立，唯一性得证。

推论 8.3 (何时可以把测度方程写成密度方程)。若 µ0(dx) = ρ0(x) dx，则 µt 也有密度，且几乎
处处

ρt(Φ0,t(x)) = ρ0(x) exp
[
−
∫ t

0
∇ · b(s,Φ0,s(x)) ds

]
. (8.5)

该密度在分布意义下满足 ∂tρ+∇ · (bρ) = 0。
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证明. 令 At = DxΦ0,t(x)。对流的积分方程求导，得到

Ȧt = Dxb(t,Φ0,t(x))At, A0 = Id .

反向流提供 At 的逆；其行列式从 1 连续变化而不会过零。Jacobi 行列式公式与迹的循环性给出

d
dt log detAt = Tr(A−1

t Ȧt) = TrDxb(t,Φ0,t(x)) = ∇ · b(t,Φ0,t(x)).

积分后用 C1 微分同胚的变量代换公式 ρt(Φ0,t(x)) detAt = ρ0(x)，即得结论。将有密度的 µt 代
入弱恒等式，按分布导数的定义移去测试函数上的导数，便得到密度 PDE。这里不要求 ρ0 本身
光滑。

式 (8.5) 的含义是：散度记录小体积单元的相对膨胀率，而质量守恒使密度按相反比例变化。
若初始测度是原子测度，输运后仍是原子测度；此时直接使用式 (8.3)，无须引入不存在的密度。

推论 8.4 (有限粒子逼近目标分布的含义)。 若 Xi
0 独立同分布于 µ0 且 wi = 1/N，则对每个固

定 t 和每个固定有界 Borel 函数 φ，

EµNt (φ) = µt(φ), E
∣∣µNt (φ)− µt(φ)

∣∣2 = Varµt(φ)
N

≤ ‖φ‖2∞
N

.

因此这些固定观测量在 L2 中收敛。

证明. 确定性映射 Φ0,t 保持样本间的独立性，所以 φ(Xi
t) 独立同分布，均值为 µt(φ)。展开样本

均值的平方误差，异指标的中心化交叉项均为零，余下 N 个相同方差项，即得公式。

这里的抽样误差来自用 µN0 近似 µ0；有限粒子关于其自身初始测度的弱 PDE 恒等式始终精
确成立。

8.2 扩散：经验测度带鞅，分布满足确定性方程

给粒子独立加入噪声时，必须分清随机的有限粒子群与确定性的概率分布。本节把定理 6.3 的单
粒子推导提升为有限粒子恒等式，再在纯扩散情形证明 PDE 解反过来确实由 Brownian 粒子表
示。

命题 8.5 (经验测度的精确鞅方程)。设 b : [0, T ]× Rd → Rd、Σ : [0, T ]× Rd → Rd×m 连续、有
界，且关于空间一致全局 Lipschitz。令 KΣ = supt,x ‖Σ(t, x)‖F。取独立同分布、平方可积的初值
Xi

0 ∼ µ0，以及相互独立且独立于全部初值的 m 维 Brownian motion W i。定义

dXi
t = b(t,X i

t) dt+Σ(t,X i
t) dW i

t , µNt =
1

N

N∑
i=1

δXi
t
, µt = Law(X1

t ).

用式 (6.6) 的 Lt 与 a = ΣΣ⊤。对固定 φ ∈ C∞
c (Rd)，几乎必然对全部 t ∈ [0, T ] 有

µNt (φ)− µN0 (φ) =

∫ t

0
µNs (Lsφ) ds+MN,φ

t , (8.6)

MN,φ
t =

1

N

N∑
i=1

∫ t

0
∇φ(Xi

s)
⊤Σ(s,X i

s) dW i
s . (8.7)
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这是平方可积连续鞅，其二次变差及最大估计为

〈
MN,φ

〉
t
=

1

N

∫ t

0
µNs

(∥∥∥Σ(s, ·)⊤∇φ∥∥∥2) ds, (8.8)

E sup
t≤T

∣∣∣MN,φ
t

∣∣∣2 ≤ 4TK2
Σ ‖∇φ‖2∞
N

. (8.9)

确定性曲线 µt 则满足完整的时空弱形式：对空间支撑包含于一个固定紧集的 ψ ∈ C1,2([0, T ]×Rd)
且 ψ(T, ·) = 0，

∫
ψ(0, x)µ0(dx) +

∫ T

0

∫ ∂tψ +
∑
i

bi∂iψ +
1

2

∑
i,j

aij∂ijψ

 (t, x)µt(dx) dt = 0. (8.10)

此外，对每个固定 t，

E
∣∣µNt (φ)− µt(φ)

∣∣2 = Varµt(φ)
N

≤
‖φ‖2∞
N

. (8.11)

证明直觉 每个粒子的噪声读数都是零均值，但一次实际模拟中的平均读数仍有波动。平均
N 个正交噪声把方差缩小到 1/N，并没有使有限 N 的噪声完全消失。因此，对真实概率分
布取期望可以精确得到确定性 PDE；对有限粒子经验测度，则应保留鞅，或者证明它在所
考察的尺度上趋于零。

证明. 定理 6.1 保证强解存在唯一。对每条轨道应用 Itô 公式后求平均，即得式 (8.6)。被积函数
由 KΣ ‖∇φ‖∞ 控制，故随机积分平方可积。不同 W i 在联合滤过下的交叉变差为零，因此鞅的
二次变差是各项二次变差之和，给出式 (8.8)。再用 Itô 等距及 Doob 不等式 (5.6) 得到最大估计。

对单粒子使用时间相关的 Itô 公式，取期望；所有被积项有界，Fubini 定理可用，且鞅均值
为零。这给出式 (8.10)。另一方面，Picard 构造表明每个 Xi 只由其自身 (Xi

0,W
i) 决定。输入

独立同分布，故粒子过程也独立同分布。展开 N 个中心化读数的平方，交叉期望均为零，即得
式 (8.11)。

式 (8.10) 无需假设密度存在。若另外已知 µt(dx) = ρt(x) dx，则在空间分布意义下∫
ρbi∂iψ dx = −

∫
ψ ∂i(biρ) dx,∫

ρaij∂ijψ dx = −
∫
∂jψ ∂i(aijρ) dx =

∫
ψ ∂j∂i(aijρ) dx.

没有经典导数时，右端积分理解为分布与测试函数的配对。连同时间分部积分，这正是

∂tρ = −∇ · (bρ) + 1

2

∑
i,j

∂ij(aijρ), ρ|t=0 = µ0

的分布形式与弱初值条件。位置相关的 a 必须留在两次导数内部。

这里两个 1/N 结论的用途不同：式 (8.9) 控制一个测试函数上的时间一致鞅误差；式 (8.11)
控制固定时刻的采样误差。它们均未声称对所有测试函数同时有相同界。若系数依赖整个粒子群，
独立驱动噪声仍可使交叉变差为零，但粒子轨道通常相关，此时不能沿用独立样本的方差恒等式。
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命题 8.6 (Brownian 粒子与热方程的双向对应)。 设 κ > 0，µ0 为任意概率测度。令 Xt =

X0 +
√
2κWt，其中 X0 ∼ µ0 独立于 W。则 t > 0 时其分布具有光滑密度

ρt(x) =

∫
Gt(x− y)µ0(dy), Gt(z) =

e−∥z∥2/(4κt)

(4πκt)d/2
. (8.12)

它满足 ∂tρ = κ∆ρ，且 ρt(x) dx ⇒ µ0 当 t ↓ 0。反过来，初值为 µ0 的热方程在连续概率测度曲
线中有唯一弱解，就是式 (8.12)，因而可由上述 Brownian 粒子表示。这里连续是指对每个有界
连续函数 f，t 7→ µt(f) 连续。

证明直觉 Brownian 粒子在每个正时间把一个点摊成高斯云；一般初值就是把这些高斯云
混合起来。热方程唯一性的关键也很直观：每个 Fourier 频率都按一个确定的指数速度衰减，
所以给定全部初始频率后，没有选择另一条分布演化的余地。

证明. 条件于 X0 = y，Xt 的密度为 Gt(x− y)，由 Fubini 得到卷积表示及总质量为一。对任意
ε > 0，热核的各阶时间、空间导数在 [ε, T ]× Rd 上有界，故可在积分下逐次求导。直接计算有

∂tGt(z) =

(
− d

2t
+

‖z‖2

4κt2

)
Gt(z) = κ∆Gt(z).

这证明正时间的光滑性及热方程。又因 Xt → X0 几乎必然，对有界连续 f 用控制收敛便得弱初
值。

为证明唯一性，设 νt 为另一个连续概率测度弱解。在时空弱形式中逼近区间 [0, t] 的指
示函数，并用时间连续性处理端点，便得 νt(φ) − µ0(φ) = κ

∫ t
0 νs(∆φ) ds。固定 ζ ∈ Rd，记

ht(ζ) =
∫
eiζ·xνt(dx)。复值测试等价于分别对实部、虚部测试。取 χ ∈ C∞

c ，0 ≤ χ ≤ 1，在单位
球上等于 1，并令 χR(x) = χ(x/R)。对 χRe

iζ·x 使用弱方程，其中

∆(χRe
iζ·x) = −‖ζ‖2 χReiζ·x + eiζ·x(2iζ · ∇χR +∆χR

)
.

括号项的一致上界为 C(‖ζ‖ /R+R−2)。因 νs 总质量为一，积分误差也趋于零；其余项由控制收
敛处理。令 R→ ∞ 得

ht(ζ)− h0(ζ) = −κ ‖ζ‖2
∫ t

0
hs(ζ) ds, ht(ζ) = e−κ∥ζ∥

2th0(ζ).

后一个式子由前一个标量线性积分方程唯一确定。它恰好是热核卷积的特征函数。对任意
φ ∈ C∞

c ，Fourier 反演及 Fubini 将特征函数相等转为测试积分相等，故 νt = Gt ∗ µ0。

8.3 生灭：先写未归一化质量，再证明概率归一化

本小节先固定粒子的位置，只改变质量。设 µ0 ∈ P(Rd)，r ∈ Cb([0, T ]× Rd) 且 |r| ≤ Rr。增长
率 r 是预先给定的函数；它不依赖未知的当前密度。以下测试函数均可取实值 φ ∈ Cb(Rd)，无需
空间导数，也不要求 µ0 有密度。
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命题 8.7 (指数权重给出反应方程的唯一测度解)。 定义

Ht(x) = exp
(∫ t

0
r(s, x) ds

)
, γt(dx) = Ht(x)µ0(dx), µt =

γt
γt(1)

.

则 γ 是下式唯一的弱连续正有限测度解，µ 是下式唯一的弱连续概率测度解：

γt(φ) = µ0(φ) +

∫ t

0
γs(rsφ) ds, (8.13)

µt(φ) = µ0(φ) +

∫ t

0

[
µs(rsφ)− µs(rs)µs(φ)

]
ds. (8.14)

若 µ0 有密度，这就是 ∂tρ̃ = rρ̃ 与 ∂tρ = (r − Eρr)ρ 的分布意义解。

证明直觉 每个位置的绝对质量独立地按增长率 rt(x) 演化，所以其解是指数乘子。总质量
也随之改变；除以总质量，恰好减去平均增长率。反过来，把归一化过程失去的总质量乘回
来，就能把非线性概率方程变回线性方程。

证明. 由 e−Rrt ≤ Ht ≤ eRrt，可在积分号内求导，得到第一式。记 Zt = γt(1)，则 Z ′
t = γt(rt) 且

Zt ≥ e−Rrt > 0；商法则给出第二式。若两条正有限测度曲线均解第一式，其差 ∆t 满足

‖∆t‖TV ≤ Rr

∫ t

0
‖∆s‖TV ds.

这里总变差范数可对所有 ‖φ‖∞ ≤ 1 的连续有界函数取上确界得到。弱连续性保证有限时间内的
总质量有界，故 Gronwall 不等式给出 ∆ = 0。对第二式的任意概率测度解 ν，令

At = exp
(∫ t

0
νs(rs) ds

)
.

乘积法则表明 Atνt 解第一式，故 Atνt = γt。取测试函数 1 得 At = Zt，从而 νt = µt。整个论证
针对测度成立，原子初值也包括在内。

有限个位置上的指数权重是精确解。取 X1
0 , . . . , X

N
0

iid∼ µ0，并令

wi(t) =
Ht(X

i
0)∑

j Ht(X
j
0)
, µ̂Nt =

∑
i

wi(t)δXi
0
.

直接求导有 ẇi = wi(rt(X
i
0)− µ̂Nt (rt))。因此对每一组初始样本，µ̂N 都精确满足式 (8.14)，只是

初值换成经验测度。这里使用的是
∫ t
0 r(s, x) ds 的精确指数，并未将增长率冻结成离散时间步。

此外，对每个固定 t ≤ T，

E
∣∣µ̂Nt (φ)− µt(φ)

∣∣2 ≤ 4e4RrT ‖φ‖2∞
N

. (8.15)

为证明该界，写 θ = µt(φ)、ψ = φ− θ，则

µ̂Nt (φ)− θ =
N−1

∑
iHt(X

i
0)ψ(X

i
0)

N−1
∑

iHt(Xi
0)

.

分母逐样本不小于 e−Rrt；分子的各项独立、均值为零，且绝对值不超过 2eRrt‖φ‖∞。计算样本
均值的方差便得结论。
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真正的复制与死亡：随机总数对应未归一化方程

命题 8.8 (分枝系统的期望质量与反应方程)。 从上述 N 个独立初始位置出发，每个存活粒子在
位置 x 以速率 r+(t, x) 产生一个同位置的新粒子，以速率 r−(t, x) 死亡，其中 r+ = max(r, 0)、
r− = max(−r, 0)；不同粒子使用独立的事件时钟。记存活集合为 At，总数为 Kt，并定义

ΓNt =
1

N

∑
u∈At

δxu .

该系统在有限时间内不爆炸，并且

ΓNt (φ) = ΓN0 (φ) +

∫ t

0
ΓNs (rsφ) ds+BN

t (φ), 〈BN (φ)〉t =
1

N

∫ t

0
ΓNs (|rs|φ2) ds, (8.16)

其中 BN 为零初值平方可积鞅。因此 EΓNt = γt，且

E|ΓNt (φ)− γt(φ)|2 ≤
2e2RrT ‖φ‖2∞

N
. (8.17)

证明直觉 一次出生增加 φ(x)/N，一次死亡减少同样的量。两者的平均变化相减，产生 rφ；
两者的方差贡献相加，产生 |r|φ2。所以反应项来自事件的条件均值，有限粒子的额外噪声
由补偿计数鞅明确记录。

证明. 忽略死亡，把每个粒子的出生率提高到 Rr，得到支配 Kt 的 Yule 纯出生过程 Yt。在 Y

首次达到 m 时停下，生成算子作用于 k 给出 EYT∧τm ≤ NeRrT，故 P(τm ≤ T ) ≤ NeRrT /m。
令 m → ∞ 得非爆炸。死亡次数不超过初始数加出生次数，因此原系统也没有有限时间内
的无穷次事件。对 k2 的截停生成算子恒等式先用 Gronwall 不等式，得到不依赖 m 的界
EY 2

t∧τm ≤ (N2 +N)e2Rrt。由于 Yt∧τm = min(Yt,m) 随 m 递增，可在 k、k2 的截停恒等式两侧
用单调收敛去掉停时。有限的极限矩因此满足 m′

1 = Rrm1、m′
2 = 2Rrm2 +Rrm1，解得

EYt = NeRrt, EY 2
t = N2e2Rrt +N(e2Rrt − eRrt).

每个出生、死亡计数减去其强度的时间积分后都是补偿计数鞅。把它们分别乘以 φ(x)/N、
−φ(x)/N 并求和，漂移为 ΓN (rφ)，二次变差率为 N−2

∑
u∈As

|rs(xu)|φ(xu)2。这证明式 (8.16)。
由 Ks ≤ Ys，其期望二次变差至多为 RrTe

RrT ‖φ‖2∞/N，故局部鞅实际上平方可积。取期望并使
用命题 8.7 的唯一性，即得 EΓNt = γt。

最后，N 个初始祖先各自的整个后代群相互独立。每群对未归一化读数的贡献不超过其后代
数乘 ‖φ‖∞，其二阶矩由从一个粒子开始的 Yule 过程界住，不超过 2e2RrT ‖φ‖2∞。对这 N 个独
立群的贡献取平均，方差相除以 N，便得最后一式。

必须留意，ΓNt (1) = Kt/N 是随机总质量，灭绝时为零。随机归一化的期望不能换成期望
质量的比值。例如 N = 1，初始等概率位于 A,B，且 r(A) = a > 0、r(B) = 0。全部后代始终
留在初始位置，故归一化粒子群落在 A 的平均比例始终是 1/2；但确定性反应解给出的比例是
eat/(1 + eat)。这也解释了为什么需要分别说明绝对质量、概率归一化以及粒子数极限。

固定粒子数的复制与替换：完整的粒子极限证明

现在保持 N 个等权粒子。位置只在替换时改变：有序对 (i, j) 以速率 (rt(X
i)− rt(X

j))+/N 把 j

替换成 i。记其经验测度为 νNt ，初值仍为独立的 µ0 样本。总事件率不超过 2RrN，所以该纯跳
跃系统可以由 Poisson 候选时钟严格构造。
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定理 8.9 (有相互依赖的粒子仍以均方根尺度逼近反应解)。 对上述系统、每个固定 t ≤ T 与
φ ∈ Cb(Rd)，

E
∣∣νNt (φ)− µt(φ)

∣∣2 ≤ 4(1 + 8RrT )e
4RrT ‖φ‖2∞

N
. (8.18)

这里 µt 是命题 8.7 的唯一归一化反应解。

证明直觉 已知复制漂移正确、鞅噪声小，还不足以得到粒子极限，因为漂移含有粒子群自
身的平均增长率。证明分两次消去漂移：向后测试函数吸收每个位置的增长，积分因子补回
群体的总增长。消去之后只剩初始抽样误差和一个可计算二次变差的鞅，复制产生的相关性
便包含在这个鞅里。

证明. 固定终点 t，记 K = ‖φ‖∞、θ = µt(φ)、ψ = φ− θ，并令

hs(x) = ψ(x) exp
(∫ t

s
r(u, x) du

)
, ANs = exp

(∫ s

0
νNu (ru) du

)
, 0 ≤ s ≤ t.

于是 ∂shs = −rshs，‖hs‖∞ ≤ 2KeRr(t−s)，且 e−Rrs ≤ ANs ≤ eRrs。命题 7.3 的有序对求和，在
这里对任意连续有界读数同样成立。在跳跃间对 hs 求导，在跳跃时加上读数增量，便得

dνNs (hs) =
[
νNs (∂shs + rshs)− νNs (rs)ν

N
s (hs)

]
ds+ dMN

s (h) = −νNs (rs)ν
N
s (hs) ds+ dMN

s (h).

这里 MN (h) 表示时间依赖读数的补偿跳跃鞅。AN 连续且有有限变差，故乘积法则没有额外跳
跃或二次变差项，得到

ANt
(
νNt (φ)− θ

)
= νN0 (Htψ) +MN,t

t , MN,t
s =

∫ s

0
ANu dMN

u (h). (8.19)

精确计算这个鞅的二次变差：令 ri = r(s,X i
s−)，则

d
ds〈M

N,t〉s =
(ANs )

2

N3

∑
i,j

(ri − rj)+
(
hs(X

i
s−)− hs(X

j
s−)
)2

≤ 8Rr
N

(ANs )
2‖hs‖2∞ ≤ 32RrK

2e2Rrt

N
.

因此MN,t 平方可积，且 E|MN,t
t |2 ≤ 32RrtK

2e2Rrt/N。另一方面，µ0(Htψ) = 0，初值独立给出

E|νN0 (Htψ)|2 ≤
4K2e2Rrt

N
.

鞅终值条件于初始信息的期望为零，所以它与初始项的交叉期望也为零。在式 (8.19) 中先计算右
侧二阶矩，再用逐路径的 ANt ≥ e−Rrt，便有

E|νNt (φ)− θ|2 ≤ (4 + 32Rrt)e
4RrtK2

N
,

这就证明所述界。整个证明仅在初始时刻使用独立性，没有把复制后的粒子视为独立。

以上结论针对固定时刻、固定观测量，给出了从真实粒子操作到确定性反应方程的完整极限。
加入输运和扩散后，路径上的指数权重仍然有效；下一小节把三种操作放进同一个测度方程中证
明。
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8.4 三种操作同时使用：带权随机粒子的完整对应

下面给出一个无需处理相互作用闭合问题的组合实现：先独立生成位置轨道，沿每条轨道累积权
重，再在当前时刻归一化。这个实现同时包含输运、扩散和生灭，而且可以直接证明它的粒子极
限。

定理 8.10 (带权扩散粒子、反应方程与粒子数误差)。设 b,Σ 在 [0, T ]×Rd 上连续、有界，且对
空间一致全局 Lipschitz，r 连续并满足 |r| ≤ Rr。初值 X1

0 , . . . , X
N
0 独立同分布于 µ0 ∈ P2(Rd)，

Brownian motion W 1, . . . ,WN 相互独立且独立于初值。各 Xi 解式 (6.1)。定义

H i
t = exp

(∫ t

0
r(s,X i

s) ds
)
, ZNt =

1

N

N∑
i=1

H i
t ,

wit =
H i
t∑

j H
j
t

, µNt =

N∑
i=1

witδXi
t
. (8.20)

则对每个 φ ∈ C∞
c (Rd)，有限 N 的精确方程为

µNt (φ)− µN0 (φ) =

∫ t

0

[
µNs (Lsφ) + µNs (rsφ)− µNs (rs)µ

N
s (φ)

]
ds+MN,w

t (φ), (8.21)

MN,w
t (φ) =

N∑
i=1

∫ t

0
wis∇φ(Xi

s)
⊤Σ(s,X i

s) dW i
s . (8.22)

若 Cφ = sups,x
∥∥Σ(s, x)⊤∇φ(x)∥∥，则

E sup
t≤T

|MN,w
t (φ)|2 ≤

4Te2RrTC2
φ

N
. (8.23)

令 X 为同一 SDE 的一个副本，Ht = exp(
∫ t
0 r(s,Xs) ds)，并定义

γt(φ) = E[Htφ(Xt)], Zt = EHt, µt = γt/Zt. (8.24)

则 µ 满足弱方程 (8.1)。对每个固定 t ∈ [0, T ] 和有界 Borel 函数 φ，还有

E
∣∣µNt (φ)− µt(φ)

∣∣2 ≤ 4e4RrT ‖φ‖2∞
N

. (8.25)

因而每个固定有界测试读数均在 L2 中收敛到所述 PDE 的测度解。

证明直觉 位置的 Itô 公式提供输运与扩散；权重的普通乘法法则提供生灭。分母虽然随机，
却只通过时间积分变化，所以没有额外的二次变差修正。证明粒子极限时，先看归一化之前
的独立路径，再用分母的确定下界控制比值。不需要把归一化后的权重误认为相互独立，也
不需要把随机比值的期望换成期望的比值。

证明. 第一步：有限粒子的精确随机方程。各 H i 连续且为有限变差过程，满足

dH i
t = H i

tr(t,X
i
t) dt, e−RrT ≤ H i

t ≤ eRrT .

所以 ZN 也具有有限变差，且

dZNt = ZNt µ
N
t (rt) dt, dwit = wit

(
r(t,X i

t)− µNt (rt)
)

dt.
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应用乘法法则，有
d(witφ(Xi

t)) = wit dφ(Xi
t) + φ(Xi

t) dwit.

其中没有交叉变差项，因为 wi 具有有限变差。代入 Itô 公式，再对 i 求和，得到式 (8.21)。

第二步：控制不能直接删去的鞅项。不同 Brownian 坐标的交叉变差为零；即使被积系数 wi

依赖整个粒子群，这个正交性也仍然成立。因此

d〈MN,w(φ)〉t =
∑
i

(wit)
2
∥∥∥Σ(t,X i

t)
⊤∇φ(Xi

t)
∥∥∥2 dt.

由 wit ≤ e2RrT /N 以及
∑

iw
i
t = 1，

∑
i(w

i
t)
2 ≤ e2RrT /N。故该鞅平方可积，Itô 等距与 Doob 最

大不等式给出式 (8.23)。

第三步：识别确定性极限方程。对一个副本计算 Htφ(Xt)。有限变差乘法法则与 Itô 公式给
出

d(Htφ(Xt)) = Ht(Ltφ+ rtφ)(Xt) dt+Ht∇φ(Xt)
⊤Σ(t,Xt) dWt.

有界性保证随机积分平方可积且均值为零，时间积分可与期望交换。于是 d
dtγt(φ) = γt(Ltφ+rtφ)，

Z ′
t = Ztµt(rt)。对 γt(φ)/Zt 求导，即得式 (8.1)。有界连续测试函数的窄连续性由路径连续性与
控制收敛得到。

第四步：真正证明粒子数趋于无穷的收敛。固定 t 和 φ，令 m = µt(φ)，并写成一个中心化
的独立样本平均：

µNt (φ)−m =
N−1

∑
iH

i
t

(
φ(Xi

t)−m
)

ZNt
.

各项 Yi = H i
t(φ(X

i
t)−m) 独立同分布，EYi = γt(φ)−mZt = 0，且 |Yi| ≤ 2eRrT ‖φ‖∞。分母逐

路径满足 ZNt ≥ e−RrT，故

E|µNt (φ)−m|2 ≤ e2RrTE

∣∣∣∣∣ 1N ∑
i

Yi

∣∣∣∣∣
2

=
e2RrT

N
EY 2

1 ≤
4e4RrT ‖φ‖2∞

N
.

这证明了所需收敛，不曾假设归一化后的随机权重独立。

为什么也可以在经验弱方程中严格取极限？ 对 φ ∈ C∞
c ，Lsφ、rsφ 与 rs 的上界均对 s 一致。

式 (8.25) 对每个确定的测试函数都成立，也可在固定 s 用于这些随 s 确定变化的函数。对非线
性乘积，直接使用

|µNs (rs)µNs (φ)− µs(rs)µs(φ)|

≤ Rr|µNs (φ)− µs(φ)|+ ‖φ‖∞ |µNs (rs)− µs(rs)|.

由 Cauchy–Schwarz 和 Fubini，时间积分中每一项的 L1 误差都是 O(N−1/2)；鞅项由式 (8.23)
在 L2 的时间一致范数中消失。因此经验弱方程确实收敛到确定性的弱方程。这里得到的是逐个
测试函数的结论，并非所有有界测试函数上同时成立的全变差收敛。

怎样得到经典密度 PDE？ 若 µt(dx) = ρt(x) dx，对任意 ψ ∈ C∞
c ([0, T )× Rd)，弱方程等价于∫

ψ(0, x)µ0(dx) +
∫ T

0

∫
ρt(x)

[
∂tψ + Ltψ +

(
rt − µt(rt)

)
ψ
]
(t, x) dx dt = 0. (8.26)

输运项对空间分部积分一次，扩散项两次，生灭项不移动导数，分别给出式 (8.2) 中的一阶、二
阶和零阶项。若这些分布导数由连续函数表示，就得到逐点成立的 PDE。不能仅凭粒子构造，省
略密度存在和可微性的假设。
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三个操作各自留下什么？输运留下普通链式法则中的一阶项，扩散留下二次变差产生的二
阶项，生灭留下权重乘法法则中的零阶项；概率归一化再扣去平均增长率。有限粒子是否
精确满足确定性方程，要看是否仍有鞅项。对独立带权轨道，上面的方差计算已经给出了
完整的固定测试函数粒子极限；对固定粒子数的复制替换，纯生灭的证明见上一小节。

上述组合定理处理给定、有界的 r(t, x)，没有把 r[ρ](x) = −λ log(ρ(x)/π(x)) 自动包含进来。
密度依赖的生灭需要证明非线性方程的适定性，以及密度估计与粒子相互作用的误差。这种区分
使我们能准确地知道：哪些对应已在本讲中证明，哪些额外结论还需要新的假设。

9 扩散模型：从加噪路径学习反向动力学

前面把粒子运动写成了分布的演化方程。现在反过来使用这件事：先选一条容易构造的分布路径，
再寻找能够沿着它生成数据的粒子动力学。扩散模型选择的路径来自一个已知的加噪过程。我们
可以从数据产生任意中间时刻的训练样本，随后学习把这条分布路径反向走过所需要的场。这里
的主要参考是 Song 等人的 SDE 框架[10, 第 3 节与附录 A、D]。

先区分三个对象。一条样本轨迹 t 7→ Xt、每个时刻的边缘密度 pt、以及两个时刻之间的条
件转移核，携带的信息不同。Fokker Planck 方程描述边缘密度；真正的时间反演还必须确
定反向条件转移。同一条密度路径可以由不同的 ODE 或 SDE 产生。

9.1 线性加噪：不必模拟整条轨迹就能抽取训练样本

令 X0 ∼ µdata ∈ P2(Rd)，且 X0 与 Brownian 运动 W 独立。考虑已知的线性正向 SDE

dXt = ftXt dt+ gt dWt, 0 ≤ t ≤ T. (9.1)

其中 ft, gt 是确定性连续函数，gt > 0。定义

αt = exp
(∫ t

0
fr dr

)
, σ2t = α2

t

∫ t

0

g2r
α2
r

dr. (9.2)

这里 σt 是给定 X0 后新增噪声的标准差，不是边缘分布 pt 的总标准差。

命题 9.1 (线性 SDE 的高斯条件转移)。 对每个固定的 t > 0，有

Xt | X0 = x0 ∼ N (αtx0, σ
2
t Idd). (9.3)

因此可以通过 X0 ∼ µdata、独立的 ϵ ∼ N (0, Idd)，直接抽取

Xt
law
= αtX0 + σtϵ. (9.4)

证明直觉 先用积分因子去掉确定性的缩放，剩下的是确定性函数对 Brownian 运动的积
分。这个积分是高斯变量，方差由 Itô 等距公式给出。训练只需要某个随机时刻的联合样本
(X0, Xt)，因此有了这个条件分布，就不必逐步模拟正向 SDE。
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证明. 由于 α̇t = ftαt，Itô 公式给出

d(α−1
t Xt) = α−1

t gt dWt.

积分后得到

Xt = αtX0 + αt

∫ t

0
α−1
r gr dWr.

第二项与 X0 独立，均值为零，协方差矩阵为 α2
t

∫ t
0 α

−2
r g2r dr Idd，即 σ2t Idd。这就给出了条件转

移和直接抽样公式。

式(9.4)是一条固定时刻的分布等式。把同一个 ϵ 固定后对所有 t 都使用这个式子，通常不会
得到原 SDE 的整条轨迹。这个区别稍后还会在 Flow Matching 中出现。

记高斯条件密度为

kt(x | x0) = (2πσ2t )
−d/2 exp

(
−‖x− αtx0‖2

2σ2t

)
.

即使 µdata 没有密度，t > 0 时也有光滑、严格为正的边缘密度

pt(x) =

∫
kt(x | x0)µdata(dx0). (9.5)

由定理 6.3，它满足

∂tpt = −∇ · (btpt) +
g2t
2
∆pt, bt(x) = ftx. (9.6)

例 9.2 (贯穿本节的一维例子)。 取数据分布 N (2, 1/4)，正向过程为

dXt = −Xt dt+
√
2 dWt.

此时

αt = e−t, σ2t = 1− e−2t, pt = N (mt, ct), mt = 2e−t, ct = 1− 3

4
e−2t. (9.7)

数据的非零均值逐渐衰减，方差逐渐趋向 1。对于任何有限的 T，均值 2e−T 仍不等于零，所以
pT 并非精确的标准正态。用标准正态作为采样起点，是对这个终端边缘分布的近似。
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(b) Exact moments
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图 2: 从 N (2, 1/4) 出发的正向 OU 加噪。各时刻的密度、均值与方差均由式(9.7)给出。有限时
刻仍保留原始数据的均值和方差信息，标准正态是长时间极限。
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9.2 Score：把未知边缘的梯度写成可监督的条件期望

定义 9.3 (密度的 score)。 对于正密度 pt，定义

st(x) = ∇x log pt(x).

它是对样本位置 x 求梯度。沿着 st(x) 的方向作步长 h > 0 的小移动，log pt 的一阶变化是
h ‖st(x)‖2，在 score 非零时为正。

直接计算 pt 需要对整个数据分布积分，然而给定 X0 后的 score 是已知的：

∇x log kt(x | X0) = −x− αtX0

σ2t
. (9.8)

下面的等式说明，回归这个可计算目标就能学习边缘 score。

命题 9.4 (Denoising score matching 是条件期望投影)。固定 t > 0，令

Ht = ∇x log kt(Xt | X0) = −ϵ/σt.

则
st(x) = E[Ht | Xt = x] = − 1

σt
E[ϵ | Xt = x]. (9.9)

对任意平方可积向量场 h，有风险分解

E ‖h(Xt)−Ht‖2 = E ‖h(Xt)− st(Xt)‖2 + E ‖Ht − st(Xt)‖2 . (9.10)

第二项与 h 无关，因此总体回归问题的最优解是 st，唯一性按 pt 几乎处处相等理解。

证明直觉 一次加噪同时告诉我们干净样本 X0、噪声 ϵ 和结果 Xt。生成时只能看到当前状
态 Xt，因此不能使用那个不可见的 X0。平方损失会自动把所有可能的干净来源，按它们在
当前状态下的后验概率平均起来。这正是第一讲中“条件均值是平方损失最优预测器”的向
量版本。

证明. 固定 t > 0 时，高斯核及其关于 x 的各阶导数均有可积的控制，可以对式(9.5)在积分号下
求导。于是

∇ log pt(x) =
∫
∇xkt(x | x0)µdata(dx0)

pt(x)

=

∫
∇x log kt(x | x0)

kt(x | x0)µdata(dx0)
pt(x)

.

最后一行中的概率权重正是 X0 | Xt = x 的条件分布，得到(9.9)。而 E ‖Ht‖2 = d/σ2t <∞，条件
期望的平方可积性也随之成立。

写成
h(Xt)−Ht = [h(Xt)− st(Xt)] + [st(Xt)−Ht].

展开平方后，交叉项为零，因为给定 Xt，第一项已经确定，第二项的条件期望为零。这就证明了
风险分解。

同一等式也给出去噪公式

E[X0 | Xt = x] =
x+ σ2t st(x)

αt
. (9.11)

因此预测噪声、预测干净样本和预测 score 之间有明确的代数联系。这里的条件均值通常不是产
生当前样本的那个唯一来源；同一个带噪位置可能来自很多不同的干净样本。
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9.3 反向时钟：为什么漂移中会出现一整份 score 修正

先允许一般的漂移 bt(x)，仍令 gt 只依赖时间。统一采用向前增加的反向时钟

s = T − t, Ys = XT−s, qs(x) = pT−s(x). (9.12)

这样所有 SDE 中的 ds 都是正向时间增量，不需要把 Brownian 方差写成负数。由 ∂sqs = −∂tpt，
反向边缘应满足

∂sqs = ∇ · (bT−sqs)−
g2T−s
2

∆qs.

如果反向过程仍具有噪声强度 gT−s，它自己的 Fokker Planck 方程却必须是

∂sqs = −∇ · (b̄sqs) +
g2T−s
2

∆qs.

把两式对齐，并使用 qssT−s = ∇qs，得到候选漂移

b̄s(x) = −bT−s(x) + g2T−ssT−s(x). (9.13)

证明直觉 正向过程的概率流为 btpt − (g2t /2)∇pt。反向时希望把这个总概率流取负，但新
的 SDE 仍然有一份正向扩散。因此漂移要用一整份 g2t∇ log pt 修正，才能同时抵消原来的
扩散流并补偿新加入的扩散流。

直接代入可核验

−∇ ·
(
(−bt + g2t st)pt

)
+
g2t
2
∆pt = ∇ · (btpt)−

g2t
2
∆pt.

在对应方程适定且初始分布为 pT 时，这说明候选 SDE 的边缘密度为 pT−s。到这里，还没有证
明它是原过程的完整时间反演。一个边缘密度方程没有告诉我们相邻两个时刻如何耦合；例如加
上满足 ∇ · (qsws) = 0 的漂移，也不会改变这个边缘方程。下面用 Bayes 公式把反向转移核本身
找出来。

9.4 从 Bayes 短时核严格识别反向生成元

本小节完整证明线性正向过程(9.1)的反演。为使短时展开直接成立，假设 f, g ∈ C1([0, T ]) 且
g > 0。固定 δ > 0，先在 0 ≤ s ≤ T − δ 上工作。由于对应的正向时刻 t ≥ δ，高斯平滑保证 pt 光
滑且正，所有局部求导都有意义。一般扩散的更弱假设可参阅 Anderson与 Haussmann、Pardoux
[8, 9]。

引理 9.5 (线性高斯短时转移的伴随展开)。 令 kt−h,t(z, x) 为正向过程从 t− h 到 t 的转移密度，
并定义

P ∗
t−h,tr(x) =

∫
kt−h,t(z, x)r(z) dz.

对 r ∈ C3
c (Rd)，当 h ↓ 0 时，局部一致地有

P ∗
t−h,tr = r + hL∗

t r + o(h), L∗
t r = −∇ · (ftxr) +

g2t
2
∆r. (9.14)
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证明. 在区间 [t− h, t] 上重做积分因子计算，令

Ah = exp
(∫ t

t−h
fr dr

)
, S2

h =

∫ t

t−h
exp

(
2

∫ t

r
fu du

)
g2r dr.

则 kt−h,t(z, x) 是均值 Ahz、协方差 S2
h Idd 的高斯密度。在积分中作变量替换，得到含 Jacobian

的精确公式
P ∗
t−h,tr(x) = A−d

h E
[
r
(
A−1
h (x− Shϵ)

)]
. (9.15)

这里 ϵ ∼ N (0, Idd)。注意前面的 A−d
h 不能省略：这个算子在输运密度，空间的缩放同时改变了

单位体积中的质量。

由连续可微性，Ah = 1+ hft + o(h)、S2
h = hg2t + o(h)。记 Dh = A−1

h (x− Shϵ)− x，则对紧
集中的 x 一致有

EDh = −hftx+ o(h), E[DhD
⊤
h ] = hg2t Idd+o(h), E ‖Dh‖3 = O(h3/2).

Taylor 展开并取期望，给出

Er(x+Dh) = r(x)− hft 〈x,∇r(x)〉+
hg2t
2

∆r(x) + o(h).

再乘 A−d
h = 1− dhft + o(h)，一次项合并成 −hft{dr+ x · ∇r}+ hg2t∆r/2，即为所需的伴随生成

元。

定理 9.6 (真正的反向过程及其生成元)。 在上述假设下，Ys = XT−s 相对于自己的过去信息
Gs = σ(Yu : 0 ≤ u ≤ s) 是 Markov 过程；以下对该信息流取通常增广。在 0 ≤ s ≤ T − δ 上，它
满足

dYs =
[
−fT−sYs + g2T−ssT−s(Ys)

]
ds+ gT−s dW̄s, Y0 ∼ pT , (9.16)

其中 W̄ 是相对于反向信息流 Gs 的 Brownian 运动。因此这里识别的是原过程反演后的路径分
布，不只是某条具有相同边缘的路径。

证明直觉 已知后来位置 x，较早位置 z 的可能性，正比于“较早时刻本来处在 z 的概率”
乘“从 z 走到 x 的概率”。这就是 Bayes 公式。密度 pt−h 的变化会产生一个修正项；它恰
好消去生成元作用在常数上的部分，留下反向漂移中的 score。

证明. 第一步：先确定完整的反向转移核。固定 t = T − s。Bayes 公式给出

k̄s,s+h(x, z) =
pt−h(z)kt−h,t(z, x)

pt(x)
. (9.17)

分母为正，积分后等于 1。对于任意多个时刻，把这些反向核与 pT 相乘，分子分母中的各时刻
密度依次约掉，所得恰为正向 Markov 联合密度按逆序书写的结果。因此这些核不仅给出二时刻
条件分布，也给出全部有限维联合分布；反向过程相对于 Gs 的 Markov 性由此得到。

第二步：让反向时间间隔缩小。对 φ ∈ C∞
c (Rd)，反向转移算子满足

P̄s,s+hφ(x) =
P ∗
t−h,t(pt−hφ)(x)

pt(x)
.
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由正向 Fokker Planck 方程，pt−h = pt − hL∗
t pt + o(h)。将它与引理 9.5合用，得到

P ∗
t−h,t(pt−hφ) = ptφ+ h

{
L∗
t (ptφ)− φL∗

t pt
}
+ o(h),

L̄sφ := lim
h↓0

P̄s,s+hφ− φ

h
=

L∗
t (ptφ)− φL∗

t pt
pt

.

这里 ptφ 有紧支撑，且在 t ≥ δ 的紧时间区间上导数受控，所以前一引理及时间方向的展开都可
以局部一致地使用。

现在逐项展开，而不是猜测系数：

−∇ · (btptφ) + φ∇ · (btpt) = −ptbt · ∇φ,

∆(ptφ)− φ∆pt = 2∇pt · ∇φ+ pt∆φ.

从而

L̄sφ =
[
−bt + g2t∇ log pt

]
· ∇φ+

g2t
2
∆φ, t = T − s. (9.18)

这已经把反向局部漂移和局部协方差都识别出来。

第三步：从生成元恢复反向 Brownian 噪声。为说明此处确实得到了 SDE，先证明测试函
数对应的鞅恒等式。固定 s < u，记 t = T − s、r = T − u。Bayes 公式在整个区间上给出

P̄s,uφ(x) =
1

pt(x)

∫
kr,t(z, x)pr(z)φ(z) dz.

显式高斯核满足后向方程 ∂rkr,t = −Lzrkr,t。这一点也可直接核验：它的均值系数 Ar,t 与方差 S2
r,t

满足 ∂rAr,t = −frAr,t、∂rS2
r,t = −A2

r,tg
2
r，对高斯密度求导便得到该方程。于是对上式关于 u 求

导，并对 z 分部积分，得

∂uP̄s,uφ(x) =
1

pt(x)

∫
kr,t(z, x)

[
L∗
r(prφ)− φL∗

rpr
]
(z) dz

= P̄s,u(L̄uφ)(x).

由于 φ 有紧支撑，求导和分部积分只涉及紧集中的受控系数。在 t ≥ δ 的时间区间上，L̄uφ 也一
致有界。积分后让下端点趋于 s，得到

P̄s,uφ− φ =

∫ u

s
P̄s,r(L̄rφ) dr.

应用Markov性，右边是在给定 Ys后未来生成元积分的条件期望，故 φ(Ys)−φ(Y0)−
∫ s
0 L̄rφ(Yr) dr

是鞅。现在把过程停在大球内，用带截断的坐标函数 xi 和乘积 xixj，再让截断球增大，得到连
续局部鞅

Ms = Ys − Y0 −
∫ s

0
b̄r(Yr) dr, 〈M i,M j〉s = δij

∫ s

0
g2T−r dr.

这里 〈M i,M j〉 表示连续局部鞅的二次协变差：它是从零开始的连续有限变差过程，使 M iM j −
〈M i,M j〉 成为局部鞅。它也可由细分上的增量乘积之和在概率意义下取极限得到。上面对坐标
乘积 xixj 的测试，正是识别这个补偿项的方法。

此处所需的积分和 Itô 公式是前文 Brownian 版本的直接延伸。对简单适应系数仍定义∫
H dM =

∑
iHi∆iM；先停止为平方可积鞅，同样利用不同时间段的正交性，得到等距

E
∥∥∥∥∫ s

0
Hr dMr

∥∥∥∥2 = E
∫ s

0
Tr
(
Hr d〈M〉rH⊤

r

)
.
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按右侧范数取闭包，再作局部化，就定义了这里的随机积分。Taylor 展开中将 Brownian 的 δij dr
换成 d〈M i,M j〉r，便得到同样的 Itô 公式；一阶项是上述积分，二阶项是二次协变差极限，余项
仍由二阶导数的连续模控制。因此下文既可对 M 积分，也可对由它构造的连续鞅使用 Itô 公式。

原过程连续，所以反向过程在这个有限时间区间内也有界于某个随机大球；局部化不会遗漏
任何有限时刻。令

W̄s =

∫ s

0
g−1
T−r dMr.

它是连续局部鞅，且 〈W̄ i, W̄ j〉s = δijs。这一性质确实刻画 Brownian 运动：对任意 ξ ∈ Rd，Itô
公式说明 exp{i

〈
ξ, W̄s

〉
+ ‖ξ‖2 s/2} 是鞅；其模在固定时间区间上有确定的上界，故可移去局部

化。于是增量的条件特征函数为

E
[
ei〈ξ,W̄u−W̄s〉 | Gs

]
= e−∥ξ∥2(u−s)/2.

这给出独立于过去的中心高斯增量及其方差，证明 W̄ 是 Brownian 运动，并得到(9.16)。

反向噪声是相对于反向信息流重新构造的 Brownian 运动。它一般不能通过把原来的 Wt 简
单换成 WT−s 来获得。当 µdata 没有密度时，s = T 对应的 score 也可能不存在；上述证明对每
个 δ > 0 都成立，端点应以 δ ↓ 0 的分布极限处理。

说明 9.7 (空间依赖扩散矩阵的额外项)。 对于 dXt = bt(Xt) dt + Σt(Xt) dWt，记 at = ΣtΣ
⊤
t 。

在保证密度和反向生成元存在的正则性条件下，同一个伴随计算给出

b̄is(x) = −bit(x) +
1

pt(x)

∑
j

∂j
(
aijt (x)pt(x)

)
, t = T − s. (9.19)

即 b̄s = −bt + div at + atst，其中 (div at)i =
∑

j ∂ja
ij
t 。原因是

1
2

∑
ij ∂ij(a

ij
t ptφ) 的乘积展开，还

要对 aijt 求导。在本章的 at = g2t Idd 且 gt 不依赖位置的情形，div at = 0，所以没有这一额外项。

9.5 Probability flow ODE：用半份 score 修正搬运同一条密度路径

利用 ∇pt = ptst，正向 Fokker Planck 方程可以重写成

∂tpt = −∇ · (ptvPF
t ), vPF

t (x) = bt(x)−
g2t
2

st(x). (9.20)

这已经是连续性方程。因此，在这个速度场的 ODE 适定、连续性方程的解唯一时，

U̇t = vPF
t (Ut), U0 ∼ µdata (9.21)

具有与正向 SDE 相同的边缘密度 pt。若只在 [δ, T ] 上有正则性，则从 Uδ ∼ pδ 开始理解该结论。

证明直觉 ODE 没有另加一份 Brownian 扩散。它只需要把原 SDE 的总概率流直接当作输
运流，因此只出现半份 g2t st。反向 SDE 中的整份修正与这里的半份修正，对应的是两个不
同的粒子模型。

这里使用定理 3.5中的流与连续性方程对应。所用的唯一性条件可以具体理解为：速度场关
于位置 C1，其 Lipschitz 常数和线性增长系数在时间上可积。若 Φr,t 是 ODE 的流，对终端测
试函数 φ，ψr(x) = φ(Φr,t(x)) 满足 ∂rψr + vPF

r · ∇ψr = 0。把它代入连续性方程的弱形式，得到∫
ψr d Law(Xr) 不随 r 改变，因而

∫
φ(x)pt(x) dx =

∫
φ(Φ0,t(x))µdata(dx)。这直接证明了 ODE

推前的分布等于 pt。
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采样时从 pT 出发，使用同一反向时钟 s = T − t，速度为

dUs
ds = −bT−s(Us) +

g2T−s
2

sT−s(Us). (9.22)

对于一般空间依赖的 at，正向 probability flow 速度则为 bt − 1
2 div at − 1

2atst。这与说明 9.7中的
整份修正相对应。

例 9.8 (用平稳 OU 过程检查全部符号)。若 pt = N (0, 1) 且 b(x) = −x、g2 = 2，则 s(x) = −x。
反向 SDE 的漂移为 x+ 2(−x) = −x，仍然是平稳 OU 过程。正向和反向 probability flow ODE
的速度都为零。这三个过程每个时刻都是标准正态，但路径并不相同：ODE 的样本保持不动，
OU 样本仍在运动。更精确地，平稳 OU 的两时刻协方差为 e−|t−u|，而静止 ODE 的协方差恒为
1。因此，仅仅检查每个时刻的密度，无法判断路径是否真的被反演。

对于例 9.2的非平稳数据分布，st(x) = −(x−mt)/ct，所以正向 probability flow 速度为

vPF
t (x) = −mt +

1− ct
ct

(x−mt).

其解可以显式写成

Ut = mt +

√
ct
c0
(U0 −m0), U0 ∼ N (2, 1/4). (9.23)

对右侧求导，使用 ṁt = −mt、ċt = 2(1− ct) 即可核验速度。这条确定性路径和正向 OU 路径共
享全部高斯边缘。

9.6 训练与采样：两段计算分别使用什么信息

训练。选择时间采样分布和正权重 w(t)，训练

LDSM(θ) = Et,X0,ϵ

[
w(t) ‖sθ(t, αtX0 + σtϵ) + ϵ/σt‖2

]
. (9.24)

一次随机梯度更新依次抽取数据 X0、时刻 t 和独立高斯噪声 ϵ，形成 Xt，再用已知目标 −ϵ/σt
做回归。不需要计算 pt，也不需要在一次训练更新中求解 ODE 或 SDE。若改为预测噪声
ϵθ = −σtsθ，对应的权重是 w(t)/σ2t，可由平方损失直接换算。

当 t ↓ 0 时，σt ↓ 0，条件 score 的二阶矩可能发散。为了让训练目标有定义，可以在 [δ, T ]

上抽取时间，或选取使 Et[w(t)/σ2t ] <∞ 的权重。命题 9.4对时间积分后仍成立。

采样。训练完成后，抽取新的初始噪声 Y0 ∼ νT，其中 νT 通常取容易抽样的正态分布。在反向
时钟上逐步更新。若 sk+1 − sk = hk > 0、tk = T − sk，Euler 型反向 SDE 更新为

Yk+1 = Yk + hk
[
−btk(Yk) + g2tksθ(tk, Yk)

]
+ gtk

√
hk ξk, ξk ∼ N (0, Idd). (9.25)

这里每一步的 ξk 都重新独立抽取。若使用 probability flow ODE，则每步评估 −btk + (g2tk/2)sθ，
并交给 ODE 求解器积分。两种方式都只使用当前状态、当前时刻和训练好的网络，不再访问原
来的干净样本。

连续层面的等价结论要求真 score 与正确的初始边缘。实际误差有三个不同来源：以 νT 替
换 pT 的初始分布误差，以 sθ 替换 s 的场估计误差，以及用有限步更新替换连续动力学的离散误
差。如果停在正向时刻 δ > 0，理想输出也是 pδ，还需与目标 µdata 区分。这些差异不能由“两
个连续方程具有相同边缘”这一等式自动消除。
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10 Flow Matching：先设计分布路径，再回归边缘速度

扩散模型从一个 SDE 得到分布路径，再求用于生成的反向场。Flow Matching 可以直接从两端
样本构造插值路径，再学习产生该路径的速度。共同的核心仍是分布的演化方程，而训练的回归
目标由路径本身给出 [11, 12]。本节重新使用 t ∈ [0, 1]，时间方向从噪声走向数据。这里的 αt, βt

表示插值系数，与上一节的加噪时钟分别定义。

10.1 耦合与条件速度：把很多随机路径平均成一个场

设 γ ∈ P2(Rd × Rd) 是噪声分布 µ0 与数据分布 µ1 的任意耦合，抽取 (Z,X1) ∼ γ。选取
α, β ∈ C1([0, 1])，满足

(α0, β0) = (1, 0), (α1, β1) = (0, 1).

定义随机插值路径和它的样本速度

It = αtZ + βtX1, İt = α̇tZ + β̇tX1, µt = Law(It). (10.1)

在有密度时记 µt(dx) = ρt(x) dx。两端分布由构造保证：µt=0 = µ0，µt=1 = µ1。

命题 10.1 (条件平均速度满足弱连续性方程)。 定义

vt(x) = E[İt | It = x]. (10.2)

则对每个 φ ∈ C∞
c (Rd)，

d
dt

∫
φ dµt =

∫
〈∇φ(x), vt(x)〉 µt(dx) (10.3)

在时间上几乎处成立。因此 µt 满足弱连续性方程；若有密度，则写为

∂tρt +∇ · (ρtvt) = 0. (10.4)

此外
∫ 1
0

∫
‖vt‖2 dµt dt ≤ E

∫ 1
0

∥∥∥İt∥∥∥2 dt <∞。

证明直觉 同一个位置可能被许多训练插值路径经过，而这些路径指向不同的终点。只观察
当前位置的生成器无法区分这些隐藏来源。它需要的速度，是所有经过当前位置的路径速度
的条件平均。连续性方程只计算经过每个位置的净质量流，这个平均恰好保留了净流。

证明. 样本路径可微，链式法则给出

d
dtφ(It) =

〈
∇φ(It), İt

〉
.

由于 ∇φ 有界、α, β 的导数在紧区间上有界，且 Z,X1 有有限二阶矩，右侧在时间与概率上可
积。因此可先积分再取期望，得到

Eφ(Ib)− Eφ(Ia) =
∫ b

a
E
〈
∇φ(It), İt

〉
dt.

给定 It 再取条件期望，右侧等于
∫ b
a E 〈∇φ(It), vt(It)〉 dt，这证明了弱形式。最后由条件 Jensen

不等式，E ‖vt(It)‖2 ≤ E
∥∥∥İt∥∥∥2；对时间积分即得能量界。
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弱连续性方程本身不保证 vt 的 ODE 对每个初值都适定。若 vt 关于位置 C1，Lipschitz 常
数和线性增长系数在时间上可积，则可用定理 3.5的反向测试函数论证唯一性，从而

U̇t = vt(Ut), U0 ∼ µ0 =⇒ Law(Ut) = µt. (10.5)

这里断言的是 Ut 与 It 在每个时刻的分布相同。它没有断言 ODE 粒子会跟随抽样时配给它的那
条插值路径。

10.2 为什么无需知道边缘速度就能训练它

边缘速度(10.2)是未知的条件期望。但每次抽取 (Z,X1) 和独立的 t 后，It 与 İt 都可以直接计算。
因此训练一个向量场 vθ(t, x)，使用 conditional flow matching 损失

LCFM(θ) = Et,(Z,X1)∼γ

∥∥∥vθ(t, It)− İt

∥∥∥2 , t ∼ Unif[0, 1]. (10.6)

命题 10.2 (条件回归与边缘速度回归只差一个常数)。 在上述二阶矩条件下，对平方可积的 vθ，
有

LCFM(θ) = Et
∫

‖vθ(t, x)− vt(x)‖2 µt(dx)︸ ︷︷ ︸
LFM(θ)

+E
∥∥∥İt − vt(It)

∥∥∥2︸ ︷︷ ︸
Cγ

. (10.7)

其中 Cγ 与模型参数 θ 无关。

证明直觉 监督目标可以含有当前位置无法解释的随机性。只要这个随机目标的条件均值
是所需的速度，平方损失就会把无法解释的部分留在一个常数项里。这与 denoising score
matching 的证明使用同一个 L2 投影结构。

证明. 令 A = vθ(t, It)− vt(It)，B = vt(It)− İt。展开 ‖A+B‖2 后，交叉项满足

E 〈A,B〉 = E 〈A,E[B | t, It]〉 = 0.

因为给定 (t, It)后 A已确定，而 B 的条件均值为零。其余两项分别是 LFM 与 Cγ，得到结论。

因此 CFM 的总体最小化器是边缘速度，虽然训练中从未显式计算边缘密度或条件期望。若
参数化目标可微且导数可与期望交换，两种损失的参数梯度也相同。这一结论只比较训练目标，
不会把有限网络容量或有限次优化自动变成精确的速度场。

10.3 最常用的直线插值：条件速度为何看似在端点奇异

取独立耦合 Z ∼ N (0, Idd)、X1 ∼ µ1，并令

It = (1− t)Z + tX1, İt = X1 − Z. (10.8)

给定终点 X1 = x1，在 t < 1 时有

It | X1 = x1 ∼ N (tx1, (1− t)2 Idd).

由 z = (x− tx1)/(1− t)，沿着这条条件路径的速度为

ut(x | x1) = x1 −
x− tx1
1− t

=
x1 − x

1− t
, t < 1. (10.9)
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边缘速度则是

vt(x) = E[ut(It | X1) | It = x] =
E[X1 | It = x]− x

1− t
. (10.10)

平均所用的是 X1 | It = x 的后验权重，而不是对所有终点无差别地平均。

更一般地，当 αt 6= 0 时，It = αtZ + βtX1 的条件速度为

ut(x | x1) =
α̇t
αt

(x− βtx1) + β̇tx1.

这可以直接由插值映射求导得到，无需先解一个偏微分方程。

说明 10.3 (端点奇异与实际回归目标)。式(10.9)在 t = 1 不定义，因为给定 x1 的条件高斯在终
点收缩成一个点。但在实际训练样本 x = It 上，分子正好等于 (1− t)(X1 −Z)，所以回归目标始
终可以直接写成 X1 − Z，其二阶矩有限。数值实现没有必要先形成两个很接近的数相减，再除
以 1− t。

条件场的形式奇异不代表边缘速度一定发散，下面的高斯例子在整个闭区间上都光滑。对于
有原子的目标分布，则不能默认一个处处适定的可逆光滑 ODE 在有限时间把连续密度压成原子；
此时需要单独处理终点极限。也可以保留终端噪声 σmin > 0，使用 It = [1− (1− σmin)t]Z + tX1，
但终点分布相应变成数据与 N (0, σ2min Idd) 的卷积 [11, 第 4 节]。

10.4 同边缘的两种高斯路径，以及为什么直线配对未必是 OT

继续使用数据分布 µ1 = N (2, 1/4)。令 Z,E 独立标准正态，写成

X1 = 2 + 1
2E, It = 2t+ (1− t)Z + t

2E. (10.11)

于是

ρt = N (2t, qt), qt = (1− t)2 +
t2

4
> 0. (10.12)

我们可以把其边缘速度和 ODE 都完整算出来。

例 10.4 (训练插值与采样流有相同边缘，却有不同配对)。 对于(10.11)，

vt(x) = 2 +
−(1− t) + t/4

qt
(x− 2t) = 2 +

q̇t
2qt

(x− 2t). (10.13)

以 J0 = Z 初始化其 ODE，解为
Jt = 2t+

√
qt Z. (10.14)

每个时刻 It 与 Jt 都服从(10.12)，但

Cov(I0, I1) = 0, Cov(J0, J1) =
1

2
.

所以训练中使用的独立噪声数据配对，并未成为采样 ODE 的端点配对。

证明. 记 At = It − 2t = (1− t)Z + (t/2)E，B = İt − 2 = −Z + E/2。二者联合高斯，且

Var(At) = qt, Cov(B,At) = −(1− t) + t/4 = q̇t/2.

令 R = B − (q̇t/(2qt))At，则 Cov(R,At) = 0。联合高斯变量的协方差为零意味着独立，故
E[R | At] = 0，从而得到条件均值(10.13)。
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对(10.14)求导，
J̇t = 2 +

q̇t
2
√
qt
Z = 2 +

q̇t
2qt

(Jt − 2t),

正好是该 ODE，且 q0 = 1 保证 J0 = Z。其每时刻的均值和方差为 2t, qt，与 It 相同。最后，
I1 = 2 + E/2 与 I0 = Z 独立，而 J1 = 2 + Z/2，得到两个不同的端点协方差。
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图 3: 独立配对的训练插值 It（左）与条件平均速度产生的 ODE 轨迹 Jt（右）。两者的理论边缘
均为 N (2t, qt)，但跨时刻的耦合不同。黑实线为均值，黑色点划线为均值上下一个标准差。彩色
曲线只示意有限条轨迹；理论同边缘不要求两组有限样本的经验分布恰好相等。

这个例子也区分了三件常被混在一起的事：条件插值路径是直线，抽样耦合 γ 是最优输运耦
合，以及整条边缘路径是 Wasserstein 测地线。第一件事没有自动推出后两件事。在本例中，独
立耦合的平方输运代价为

E |X1 − Z|2 = 22 +
1

4
+ 1 =

21

4
.

对任意具有相同两端分布的耦合，Cauchy Schwarz 给出 Cov(Z,X1) ≤
√
1 · (1/4) = 1/2，所以

E |X1 − Z|2 = 4 + 1 +
1

4
− 2Cov(Z,X1) ≥

17

4
.

该下界被 X1 = 2 + Z/2 达到，故独立耦合并非最优耦合。最优耦合对应的位移插值为

Kt = (1− t)Z + t(2 + Z/2) = 2t+ (1− t/2)Z, Law(Kt) = N (2t, (1− t/2)2).

它的中间方差与 qt 不同；例如 t = 1/2 时分别为 9/16 与 5/16。有趣的是，本例的采样 ODE 最
终得到的端点映射恰好是最优映射，但它经过的密度路径仍不是上述位移插值。因此应分别检查
耦合、边缘路径和采样流，不能仅凭“条件轨迹是直线”就赋予整体最优输运性质。

10.5 在同一条分布路径上加入噪声：Flow Matching 与扩散的统一式

连续性方程正是扩散矩阵 a = 0 的 Fokker Planck 方程。如果已经有一条光滑正密度路径 ρt 及
其速度 vt，我们还可以加入 Brownian 噪声，同时修正漂移，使这条边缘路径保持不变。

命题 10.5 (可调扩散强度而保持相同边缘)。 假设 ρt > 0 光滑，满足 ∂tρt = −∇ · (ρtvt)。令
ηt ≥ 0 是确定性连续函数，定义

bηt (x) = vt(x) + ηt∇ log ρt(x). (10.15)
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图 4: 同样连接 N (0, 1) 与 N (2, 1/4)，独立配对的插值方差 qt = (1− t)2 + t2/4 与最优输运位移
插值的方差 (1− t/2)2 不同。端点相同并未固定中间分布路径。

则同一条 ρt 也满足
∂tρt = −∇ · (bηt ρt) + ηt∆ρt. (10.16)

因此，在相应 SDE 与 Fokker Planck 方程适定的条件下，

dUηt =
[
vt(U

η
t ) + ηt∇ log ρt(Uηt )

]
dt+

√
2ηt dWt, Uη0 ∼ ρ0, (10.17)

对每种 η 都具有边缘密度 ρt。

证明直觉 新增噪声会产生向外扩散的概率流 −ηt∇ρt。为了保留原来的净流，在漂移中加
入 ηt∇ log ρt，它产生的质量流正好是 +ηt∇ρt。这两个新增部分抵消，所以分布的演化不变，
粒子的轨迹却改变了。

证明. 由于 ρt∇ log ρt = ∇ρt，且 ηt 不依赖位置，

−∇ ·
(
[vt + ηt∇ log ρt]ρt

)
+ ηt∆ρt = −∇ · (vtρt)− ηt∆ρt + ηt∆ρt

= −∇ · (vtρt) = ∂tρt.

这证明了密度方程。再由相同的初始分布和方程解的唯一性，SDE 的边缘就是 ρt。例如，当漂
移关于位置全局 Lipschitz、具有线性增长，且相应系数正则时，可以使用前文 SDE 的适定性与
弱 Fokker Planck 表示来作这一识别。

这里用 ηt 表示可调扩散强度，以免与前面的标准高斯噪声 ϵ 混淆。常数情形 ηt ≡ ε 就是噪
声

√
2ε dWt 与漂移修正 ε∇ log ρt。若将时间反向为 s = 1− t，相应反向 SDE 的漂移为

−bη1−s + 2η1−s∇ log ρ1−s = −v1−s + η1−s∇ log ρ1−s.

这与前面的反向时钟公式完全一致。这族关系是 stochastic interpolants 统一输运与扩散的一项
基本结构 [12, 第 2 节]。

反过来，给定原来的扩散 SDE，取 vt = bt− (g2t /2)st 和 ηt = g2t /2，式(10.17)就恢复原 SDE；
取 ηt = 0 则得到 probability flow ODE。因此扩散与输运的联系可以直接在概率流层面写出。若
采用非零 η 采样，除了速度还需要这条密度路径的 score；仅训练 vθ 并不会自动提供它。
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在一维高斯例子中，这个可调噪声过程是

dUηt =

[
2 +

(
q̇t
2qt

− ηt
qt

)
(Uηt − 2t)

]
dt+

√
2ηt dWt. (10.18)

其均值满足 ṁt = 2，方差满足

d
dt Var(Uηt ) = 2

(
q̇t
2qt

− ηt
qt

)
Var(Uηt ) + 2ηt.

代入 Var(Uηt ) = qt，右侧恰为 q̇t，再次核验了每个系数。初始变量和噪声都是高斯，动力学又是
线性的，故相同均值与方差已经确定了整个高斯边缘。

10.6 Flow Matching 的训练与采样分别做什么

对于独立直线插值，一次训练更新只包含以下计算：

1. 抽取数据 x1、独立标准高斯 z 与随机时刻 t ∈ (0, 1)。

2. 形成输入 xt = (1− t)z + tx1，以及监督目标 u = x1 − z。

3. 计算 ‖vθ(t, xt)− u‖2，对参数作随机梯度更新。

若使用其他耦合或插值，只需相应更换联合抽样方式和 İt。训练阶段直接抽取路径上的状态，不
必反复求解当前网络定义的 ODE。
采样阶段重新抽取 U0 ∼ µ0，从 t = 0 向 t = 1 求解 U̇t = vθ(t, Ut)。例如一个显式更新为

Uk+1 = Uk + hkvθ(tk, Uk).

每一步只评估当前状态处的速度，没有预先配给这条轨迹的数据终点 x1。若额外学习了 ∇ log ρt，
也可以采用(10.17)中的随机采样器。精确场保证的边缘等式，与学习误差、终点正则化和数值积
分误差，仍需要分别分析。

从分布空间看两类训练。 Denoising score matching 回归的是一个条件 score，其条件均值
决定反向扩散所需的场。Conditional flow matching 回归的是一条可抽样路径的速度，其条
件均值决定连续性方程的质量流。两者都把不可直接计算的边缘场，变成可监督的 L2 投影
问题。训练完成后，再选择 ODE 或 SDE 将这个场变成采样算法。

11 把几何、粒子操作与学习目标连起来

11.1 同一个目标，可以通过移动质量和重新分配质量下降

前面已经看到，分布可以通过速度场改变，也可以通过中心化的生长率改变。现在把它们放进同
一个最速下降问题。设 F 是分布上的可微泛函，第一变分为 ξρ = δF/δρ。考虑瞬时变化

ρ̇ = −∇· (ρv) + ρr, Eρ[r] = 0. (11.1)

零均值约束保证反应不改变总质量。在边界项消失和所有积分有限时，泛函的方向导数为

Ḟ =

∫
ξρρ̇ = Eρ[∇ξρ · v + ξρr].

若任意增大 v 或 r 都不需要付出代价，下降速度可以被任意放大。因此，为这两种更新各加一个
二次代价。
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命题 11.1 (输运与生灭的联合下降方向)。设 ρ > 0，ξρ ∈ L2(ρ)且 ∇ξρ ∈ L2(ρ)。在满足 Eρr = 0

的 L2(ρ) 向量场和标量场中，

min
v,r

{
Eρ[∇ξρ · v + ξρr] +

1

2
Eρ[‖v‖2 + r2]

}
(11.2)

的解为
v = −∇ξρ, r = −(ξρ − Eρξρ).

若对应演化存在光滑解，并可对泛函求导与分部积分，则

∂tρ = ∇· (ρ∇ξρ)− ρ(ξρ − Eρξρ), (11.3)
d
dtF(ρt) = −Eρt [‖∇ξρt‖

2]− Varρt(ξρt). (11.4)

证明直觉 输运可以沿空间梯度把质量往低处搬，生灭可以把高能量位置的质量重新分给低
能量位置。前者读取 ∇ξ，后者读取 ξ 相对于其平均值的偏差。这两种信息分别产生耗散中
的梯度平方与方差。中心化并非人为修补，而是“总质量必须保持为 1”这个约束产生的投
影。

证明. 记 m = Eρξρ。因为 Eρr = 0，有 Eρ[ξρr] = Eρ[(ξρ −m)r]。对式 (11.2) 的两部分分别配方：

Eρ[∇ξρ · v + ξρr] +
1
2Eρ[‖v‖

2 + r2]

= 1
2Eρ[‖v +∇ξρ‖2] + 1

2Eρ[(r + ξρ −m)2]− 1
2Eρ[‖∇ξρ‖

2]− 1
2 Varρ(ξρ).

两个平方同时为零给出最优解，且该 r 满足零均值约束。把最优解代入 (11.1) 得到演化式。再把
v, r 代回方向导数，利用 Eρ[ξρ(ξρ −m)] = Varρ(ξρ)，得到耗散恒等式。

若 π = Z−1e−V，取 F(ρ) = KL(ρ‖π)，则 ξρ = log(ρ/π) + 1，常数项在空间梯度和中心化中
均消失。于是 (11.3) 变成

∂tρ = ∇· (ρ∇V ) + ∆ρ− ρ
(

log ρ
π
− KL(ρ‖π)

)
. (11.5)

前两项可以用 Langevin 粒子实现，最后一项可以用权重或克隆与替换实现。这正是生灭加速采
样的一种分布层面动机[7]。耗散式说明两类更新都在降低同一个 KL；它本身尚未给出有限粒子
数下的统一收敛速率。此外，反应率中包含 ρ，实现时必须说明怎样估计密度比，不能把原子经
验测度直接放进对数。

11.2 只改变权重也有一个可以解完的模型

命题 11.2 (有限状态上的 KL 生灭流)。设 p0i > 0、πi > 0，且
∑

i p
0
i =

∑
i πi = 1，状态个数有

限。方程

ṗi = −pi

log pi
πi

−
∑
j

pj log pj
πj


的解为

pi(t) =
(p0i )

e−t
π 1−e−t

i∑
j(p

0
j )
e−tπ 1−e−t

j

. (11.6)

它保持正性与总质量，并在 t→ ∞ 时收敛到 π。
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图 5: 两个固定状态上的纯生灭更新：初始质量为 (0.95, 0.05)，目标为 (0.25, 0.75)。实线由式
(11.6) 精确计算，点线为目标质量。整个过程中状态的位置不动，变化的是质量分配。初始正性
很重要：若某个状态初始质量为零，仅靠乘法权重更新会一直保持为零。

证明. 令 Ai = log(p0i /πi)、θ = e−t，则候选解为 pi = πie
θAi/

∑
j πje

θAj。对其对数求导，利用
θ̇ = −θ 得到

ṗi
pi

= −θAi + θ
∑
j

pjAj .

另一方面，log(pi/πi) = θAi− log
∑

j πje
θAj，其中心化正好为 θ(Ai−

∑
j pjAj)，故满足方程。初

值、正性与归一化可直接检查。当 t→ ∞ 时 θ → 0，有限求和中每一项收敛，极限即为 πi。

这个例子说明，分布的改变不仅可以通过把每一个样本搬过去实现。但生灭也有边界：在原
先没有支持的位置，它不能凭空放入粒子。把它与输运或扩散组合，才同时拥有探索位置与调整
质量的能力。

11.3 生成模型在这套语言中学到了什么？

方法 训练或设计时的输入 学到或指定的对象

变分推断与 ELBO 未归一化联合密度，以及可重
参数化的候选分布

用静态 KL 目标选择 q；ELBO 提供可计算的目标
函数。

Langevin 采样 目标势能 V 或其梯度 指定漂移 −∇V 和噪声
√
2，让自由能下降。

带生灭的粒子法 基础动力学、评价函数或密度
比估计

指定位置更新及相对生长率，产生带反应项的 FP。

扩散模型 数据及可直接采样的加噪条件
分布

回归边缘 score，再构造反向漂移或概率流速度。

Flow Matching 两个端点的样本及选定的耦合
与插值

回归条件速度的平均，从而产生给定边缘路径。

这张表把两个设计问题分开了。泛函下降通过一个固定目标选择动力学；生成式建模也可以
先选择一条可训练的分布路径，再寻找实现它的动力学。因此，一般的 Flow Matching 不自动等
于最优运输，一般的生成式扩散也不自动等于某个固定 KL 的梯度流。它们共享的是分布演化的
语言，以及从局部更新产生最终样本的计算方式。
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11.4 学对一个速度场以后，为什么还要分析数值误差？

为了给“网络拟合得好，所以最后样本分布也好”一个明确含义，先看一个基础稳定性估计。它
同时覆盖 ODE 与使用同一加性噪声的 SDE。

命题 11.3 (从系数误差到终点分布误差)。在 [0, T ] 上考虑

dXt = bt(Xt) dt+Gt dWt, dX̂t = b̂t(X̂t) dt+Gt dWt,

其中 Gt 仅依赖时间，两个过程使用同一个 Brownian motion，初值有有限二阶矩且与 Brownian
增量独立。假设两方程有非爆炸解及有限二阶矩，b̂t 对空间一致 L Lipschitz，且

e2t := E
[∥∥∥bt(Xt)− b̂t(Xt)

∥∥∥2]
在时间上可积。令 µt = Law(Xt)、µ̂t = Law(X̂t)。则可选择初始耦合使

W 2
2 (µT , µ̂T ) ≤ e(2L+1)T

(
W 2

2 (µ0, µ̂0) +

∫ T

0
e2t dt

)
. (11.7)

Gt = 0 时同一结论适用于 ODE。

证明直觉 把理想过程和近似过程放在同一个概率空间，用同一份随机噪声驱动。这样它们
的差只来自初值和漂移的不同。Lipschitz 条件控制已有误差会被放大多少；训练误差控制
每个时刻又注入多少新误差。

证明. 取二阶最优耦合作为初始耦合，并独立地加入 Brownian motion。记 Dt = Xt− X̂t。由于噪
声系数相同且不依赖位置，随机项相消，Dt 是绝对连续的，且几乎处处有 Ḋt = bt(Xt)− b̂t(X̂t)。
加减 b̂t(Xt) 并用 2uv ≤ u2 + v2，先逐路径得到

d
dt ‖Dt‖2 ≤ 2L ‖Dt‖2 + 2 ‖Dt‖

∥∥∥bt(Xt)− b̂t(Xt)
∥∥∥

≤ (2L+ 1) ‖Dt‖2 +
∥∥∥bt(Xt)− b̂t(Xt)

∥∥∥2 .
先使用积分形式的 Gronwall不等式，再取期望；非负性与 e2t 的可积性允许用 Tonelli换序，得到

E ‖DT ‖2 ≤ e(2L+1)TE ‖D0‖2 +
∫ T

0
e(2L+1)(T−t)e2t dt.

任意耦合的平均平方距离都是 W 2
2 的上界，最后再把指数统一放大到 e(2L+1)T 即得结论。

对 Flow Matching，e2t 可以取为理想边缘分布下的速度回归误差。对反向扩散，在同一反向
时钟下，漂移误差为 g2t (̂st− st)；对概率流 ODE，相应系数为 g2t /2。这个 W2 上界需要命题中的
空间正则性；若端点附近的系数变得奇异，应先在截断的时间区间应用，再单独处理端点误差。
它是一个基础稳定性结论，并不直接给出所有生成模型的最优统计速率。

完整实现还包含时间离散。设 µ̂hT 是时间步长为 h 的数值算法产生的分布，µ̃T 是使用实际
初始分布、但使用理想系数的连续过程。三角不等式给出

W2(µT , µ̂
h
T ) ≤W2(µT , µ̃T ) +W2(µ̃T , µ̂T ) +W2(µ̂T , µ̂

h
T ). (11.8)

三个量依次来自初始分布近似、函数学习、数值积分。这一拆分中的中间过程使用实际初值，因
此若单独估计第二项，系数误差应在 µ̃t 下计算，不能直接换成原训练路径 µt 下的误差。也可以
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直接对 µT 与 µ̂T 应用上述稳定性命题：这样就在原理想路径 µt 下同时控制初始误差与函数误
差，再加最后一项离散误差。如果还要用 N 个生成样本估计某个观测量，再加上有限样本平均
的误差。这些误差依赖不同的资源：增加训练数据、增加时间步数、增加独立样本数分别控制不
同的部分。附录给出 Euler 与 Euler–Maruyama 的基础误差证明。

读完本讲后应能完成的一条推导。从一个可执行的粒子更新出发，先计算测试函数的平均
变化，写出生成元，再通过伴随得到密度演化方程；反过来，从所需分布路径出发，找出能
实现它的速度、噪声和反应率，并辨认其中哪些量已知、哪些量要通过条件期望回归学习。
这条往返关系把概率、优化、数值分析与生成式模型放在了一起。
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A 时间离散：误差从哪里来？

正文的分布方程描述连续时间动力学。计算机只能执行有限次更新，因此即使系数完全正确，也
需要分析时间离散。这里给出两种最基本的估计，作为连续模型与算法之间的补充[6]。

A.1 ODE 的 Euler 方法

考虑 Ẋt = b(t,Xt) 和步长 h = T/K 的 Euler 方法 X̄k+1 = X̄k + hb(tk, X̄k)，tk = kh。假设在精
确轨迹与数值迭代共同所在的区域，b 对空间 L Lipschitz、对时间 M Lipschitz，且 ‖b‖ ≤ B，初
值相同。准确解的一步余项为

Rk = Xtk+1
−Xtk − hb(tk, Xtk)

=

∫ tk+1

tk

[b(s,Xs)− b(tk, Xtk)] ds.

因为 ‖Xs −Xtk‖ ≤ B(s− tk)，有 ‖Rk‖ ≤ (M + LB)h2/2。若 ek =
∥∥Xtk − X̄k

∥∥，则
ek+1 ≤ (1 + Lh)ek + Ch2.

从 e0 = 0 迭代，并用 (1 + Lh)K ≤ eLT，得到 maxk≤K ek ≤ CTh；L = 0 时直接求和也得到同阶
结论。局部的 h2 误差累积约 1/h 次，产生全局的 h 误差。

A.2 SDE 的 Euler–Maruyama 方法

对 dXt = b(t,Xt) dt+Σ(t,Xt) dWt，令

X̄k+1 = X̄k + hb(tk, X̄k) + Σ(tk, X̄k)(Wtk+1
−Wtk). (A.1)

生成代码时最后一项可写成
√
hΣ(tk, X̄k)ξk，其中 ξk 独立服从 N (0, I)。但做强误差分析时，我

们用同一条 Brownian 路径耦合理想解与数值解。

命题 A.1 (基础强误差界)。设 b,Σ 对空间一致全局 Lipschitz，具有一致线性增长，且存在常数
C 使

‖b(t, x)− b(s, x)‖2 + ‖Σ(t, x)− Σ(s, x)‖2F ≤ C(1 + ‖x‖2) |t− s| .

设初值有有限二阶矩，且理想解与数值解初值相同。则在固定 T 上，存在与 h ≤ 1 无关的 CT，
使

max
k≤K

E
∥∥Xtk − X̄k

∥∥2 ≤ CTh. (A.2)

特别地，均方根误差及其诱导的 W2 上界均为 O(
√
h)。

证明直觉 在时间区间长度为 h 的一小步内，随机轨迹的典型位移为
√
h。数值法把这一小

步内的系数冻结在左端点，因此系数变化的均方量为 O(h)。Itô 等距把随机积分误差变成这
个均方量的时间积分，随后用 Gronwall 控制误差传播。

证明. 定义左端点 η(t) = tk，t ∈ [tk, tk+1)，并把数值解连续插值为

X̄t = X0 +

∫ t

0
b(η(s), X̄η(s)) ds+

∫ t

0
Σ(η(s), X̄η(s)) dWs.
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先估计它的矩。对一步更新条件于 Ftk 取平方期望，Brownian 增量的交叉项为零，线性增长与
2uv ≤ u2 + v2 给出

E
∥∥X̄k+1

∥∥2 ≤ (1 + Ch)E
∥∥X̄k

∥∥2 + Ch.

离散 Gronwall 因而给出 supk E
∥∥X̄k

∥∥2 ≤ CT。对一小步内的插值再用 Cauchy–Schwarz 和 Itô 等
距，得到

sup
t≤T

E
∥∥X̄t − X̄η(t)

∥∥2 ≤ CTh. (A.3)

令 Dt = Xt − X̄t，并记 δbs = b(s,Xs)− b(η(s), X̄η(s))，δΣs = Σ(s,Xs)−Σ(η(s), X̄η(s))。两条积
分方程相减，得到 Dt =

∫ t
0 δbs ds+

∫ t
0 δΣs dWs。由 Cauchy Schwarz 与 Itô 等距，

E ‖Dt‖2 ≤ 2t

∫ t

0
E ‖δbs‖2 ds+ 2

∫ t

0
E ‖δΣs‖2F ds.

在每个系数差中插入 (t, X̄t) 和 (t, X̄η(t))。空间 Lipschitz、时间正则性、矩界与 (A.3) 共同给出

E ‖Dt‖2 ≤ CT

∫ t

0
E ‖Ds‖2 ds+ CTh.

由 D0 = 0 与 Gronwall 得到 supt≤T E ‖Dt‖2 ≤ CTh，从而包含所有网格点的结论成立。此处只
对系数差的随机积分使用等距；线性增长与二阶矩界保证它平方可积，无需额外假设初值具有四
阶矩。

这个估计是一般 Lipschitz 系数下的基础保证。对常数加性噪声、更多光滑性或特殊线性结
构，强误差阶可以更好；对某些光滑观测量，弱误差也可达到 O(h)。本讲仅使用已经证明的界，
不把均方根误差、观测量误差和密度误差当成同一个量。

B 带解答的练习

B.1 为什么积分要选左端点？

题目。对标准一维 Brownian motion 和分割 0 = t0 < · · · < tn = T，分别考虑左端点和右端点求
和

SL
n =

∑
k

Wtk∆Wk, SR
n =

∑
k

Wtk+1
∆Wk.

求两者在分割变细时的极限，并解释差别。

解答。恒等式 W 2
tk+1

−W 2
tk

= 2Wtk∆Wk + (∆Wk)
2 求和给出 SL

n = 1
2(W

2
T −

∑
k(∆Wk)

2)。二
次变差收敛到 T，所以

SL
n −→ 1

2(W
2
T − T ), SR

n = SL
n +

∑
k

(∆Wk)
2 −→ 1

2(W
2
T + T ).

右端点的值已经使用了当前增量，因此交叉项不再具有 Itô 积分中的零均值结构。差别恰为不可
忽略的二次变差，而不是普通 Riemann 积分中会消失的端点选择误差。
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B.2 稳态 OU 的反向过程和概率流

题目。设 dXt = −λXt dt +
√
2λ dWt，λ > 0，且 X0 ∼ N (0, 1)。写出反向时间漂移和概率流

ODE。

解答。所有边缘均为标准高斯，score为 −x。使用递增反向时钟，反向漂移为 λx+2λ(−x) =
−λx，与正向漂移相同。概率流速度为 −λx− λ(−x) = 0。所以概率流的每个样本保持不动，却
与不断随机运动的 OU 过程有完全相同的单时刻分布。这同时检查了反向漂移的符号和概率流中
的 1/2 系数。

B.3 固定生长率为什么需要中心化？

题目。两个状态的固定生长率为 r1, r2，第一状态初始概率为 p0 ∈ (0, 1)。给出归一化权重的显式
解。

解答。先更新未归一化质量：p̃1(t) = p0e
r1t、p̃2(t) = (1− p0)e

r2t。归一化得到

p(t) =
p0e

r1t

p0er1t + (1− p0)er2t
, ṗ = (r1 − r2)p(1− p).

因此所有 ri 同时加上同一个常数不会改变概率演化。中心化反应项正好表达这一点：真正有意
义的是相对生长率。

B.4 边缘分布是否唯一决定速度场？

题目。在 R2 上令 ρ(x) = (2π)−1e−∥x∥2/2。证明零速度场与旋转速度场 v(x) = Ax，A =
(
0 −1
1 0

)
，

都保持 ρ 不变。

解答。零速度显然保持分布不变。对旋转速度，TrA = 0，而 x⊤Ax = 0，所以

∇· (ρAx) = ρTrA+ (Ax) · ∇ρ = 0− ρx⊤Ax = 0.

两个 ODE 的轨迹分别是静止和旋转，边缘分布却相同。这解释了为什么检验连续性方程或
Fokker–Planck 方程可以确认单时刻分布，而要确定一个给定随机过程的完整反向路径规律，还
需要反向转移核。Flow Matching 的条件回归则在给定插值构造下选定一个具体速度。
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