
BICMR 第一次讨论班

机器学习理论基础
从风险分解到局部复杂度与核方法

陆一平 北京大学北京国际数学研究中心

时间 2026 年 10 月 12 日，周一，18:40 至 20:30

地点 四元厅 225

本讲的问题。怎样用有限数据学到一个未知函数？我们从风险分解出发，先看平滑函数的逼近为
什么受到维数限制，再把集中不等式逐步升级为函数类上的泛化控制。最后利用平方损失的曲率
与核的几何，解释非参估计的收敛速率。证明按“为什么需要这一步、关键变换是什么、如何严
格完成”的顺序展开。

阅读说明：全文保留完整证明。首次阅读可暂略 chaining 的技术细节、RKHS 局部谱计算和附录，先掌握
每节的证明直觉与主定理。所需预备知识为条件期望、线性代数、基本微积分及初等概率不等式。
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符号与约定

符号 含义

P, Pn 总体平均算子与训练样本平均算子。

R(f), Rn(f) 总体风险与经验风险；损失顺序统一为 ℓ(y, a)。

f∗ 平方损失下的真实回归函数 E[Y | X]。

F , H 候选函数类与再生核 Hilbert 空间。
‖g‖2L2(PX) 新输入上的总体平方误差。

‖g‖2n 给定设计点上的 n−1
∑

i g(xi)
2。

N(T, d, ε) 在指定度量 d 下覆盖 T 所需的最少球数。

R̂S 本文统一使用含绝对值的经验 Rademacher 复杂度。
wn(r) 半径 r 内的高斯复杂度，定义中不含噪声强度 σ。

µ̂j 经验核矩阵 K/n 的特征值。

默认 n ≥ 1、δ ∈ (0, 1)，尺度常数取正值；退化情形可直接处理。函数类与所用上确界均假设可测。an ≲ bn

表示存在与 n 无关的常数使 an ≤ Cbn，an � bn 表示双向成立；常数是否依赖维数或平滑度会在相应结

论中说明。各节重新声明其假设，特别是有界噪声与高斯噪声、固定设计与随机设计不会混用。
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1 学习问题与风险分解

1.1 真正要估计的是新样本上的风险

设训练数据 S = (Z1, . . . , Zn) 独立同分布，Zi = (Xi, Yi) ∼ P。学习算法看到 S 后，输出预测函
数 f̂ = f̂S。对预先给定的函数 f，定义总体风险与经验风险

R(f) = Pℓf = E
[
ℓ(Y, f(X))

]
, Rn(f) = Pnℓf =

1

n

n∑
i=1

ℓ(Yi, f(Xi)).

这里 ℓf (x, y) = ℓ(y, f(x))。在 R(f̂S) 中，期望针对一对独立于训练集的新样本 (X,Y )；训练集
仍是随机的。因此

R(f̂S) = E
[
ℓ(Y, f̂S(X)) | S

]
通常是关于 S 的随机变量。若再对训练集平均，应明确写成 ESR(f̂S)。

证明直觉 训练误差是在做过的题目上打分；风险是在尚未见过的题目上打分。它们之间的
困难不只是用平均值近似期望，而是答题规则本身也由这些题目选出。因此，大数定律对一
个固定函数成立，并没有直接解决学习问题。

记 R∗ = inff R(f) 为 Bayes risk。模型类 F 的逼近误差定义为

A(F) = inf
f∈F

R(f)−R∗.

只要 f̂ ∈ F，便有精确的恒等式

R(f̂)−R∗ = A(F)︸ ︷︷ ︸
逼近误差

+R(f̂)− inf
f∈F

R(f)︸ ︷︷ ︸
估计误差

. (1.1)

两项均非负。逼近误差问的是模型类是否包含足够好的函数；估计误差问的是有限数据能否从模
型类中选出好函数。若模型类随 n 变化，逼近误差也会通过 Fn 间接依赖 n。

1.2 平方损失为何特别适合讲理论

假设 EY 2 <∞，取 ℓ(y, a) = (y − a)2，并令

f∗(x) = E[Y | X = x], Y = f∗(X) + ξ, E[ξ | X] = 0.

命题 1.1 (平方风险就是函数的平方距离)。 对任意 f ∈ L2(PX)，

R(f) = Eξ2 + ‖f − f∗‖2L2(PX) , R(f)−R∗ = ‖f − f∗‖2L2(PX) . (1.2)

若 f = f̂S，上述等式对每个满足可积性条件的训练集仍成立。

证明直觉 条件期望 f∗(X) 是能从 X 中预测出的部分，ξ 是剩余噪声。任何只依赖 X 的
预测偏差，都与条件均值为零的噪声正交。平方损失把这种正交关系直接变成勾股恒等式。
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证明. 展开平方得到

(Y − f(X))2 = ξ2 + (f(X)− f∗(X))2 − 2ξ(f(X)− f∗(X)).

最后一项的期望为零，因为

E[ξ(f − f∗)(X)] = E
[
(f − f∗)(X)E[ξ | X]

]
= 0.

对学习得到的函数先固定 S，然后对独立测试样本作同样计算即可。

因此全文会区分 L2 误差
∥∥∥f̂ − f∗

∥∥∥
L2(PX)

与平方风险
∥∥∥f̂ − f∗

∥∥∥2
L2(PX)

。若对训练集也取平均，

均方根误差定义为 RMSE(f̂) = {ES

∥∥∥f̂ − f∗
∥∥∥2
L2(PX)

}1/2。例如前者为 n−β/(2β+d) 时，后者才是

n−2β/(2β+d)。

1.3 从风险分解到可以证明的上界

设算法只求得近似经验最优解：

Rn(f̃) ≤ inf
f∈F

Rn(f) + εopt, εopt ≥ 0.

其中 εopt 是对经验最优值的非负优化误差。

命题 1.2 (逼近、统计与优化的统一上界)。 令 ∆n(F) = supf∈F |(P − Pn)ℓf |。则

R(f̃)−R∗ ≤ A(F) + 2∆n(F) + εopt. (1.3)

若总体最优比较函数 f∗F ∈ arg minf∈F R(f) 存在，还有更精细的式子

R(f̃)−R(f∗F ) ≤ (P − Pn)(ℓf̃ − ℓf∗
F
) + εopt. (1.4)

证明直觉 算法只能比较训练集上的表现，理论要比较真实表现。所以先把 f̃ 的风险搬到
经验风险，再利用经验最优性与比较函数交换，最后搬回总体风险。每次搬运产生一项统计
误差，这就是常数 2 的来源。但若保留两次搬运的差，就得到 excess loss；局部复杂度正是
从这里开始。

证明. 对任意 f ∈ F，

R(f̃)−R(f) = (R−Rn)(f̃) + {Rn(f̃)−Rn(f)}+ (Rn −R)(f)

≤ (P − Pn)(ℓf̃ − ℓf ) + εopt

≤ 2∆n(F) + εopt.

对 f 的总体风险取下确界，便得到 (1.3)；这个证明不要求下确界被达到。若 f∗F 存在，将它代入
第一行并保留 excess loss 即可。

说明 1.3 (三个术语不能互换)。 R(f̂) − Rn(f̂) 是泛化间隙，可以有正有负。R(f̂) − infF R 是
估计误差，必定非负。Rn(f̃) − infF Rn 才是这里的优化误差。特别地，即便精确 ERM 满足
Rn(f̂)−Rn(f

∗
F ) ≤ 0，这个比较项也不应被叫作非负优化误差。
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1.4 偏差与方差分解是另一条恒等式

令 f̄(x) = ES f̂S(x)。在允许交换积分与期望的可积条件下，

ES

∥∥∥f̂ − f∗
∥∥∥2
L2(PX)

=
∥∥f̄ − f∗

∥∥2
L2(PX)

+ ES

∥∥∥f̂ − f̄
∥∥∥2
L2(PX)

. (1.5)

证明仍是展开平方，利用 ES(f̂ − f̄) = 0 消去交叉项。这里的 bias 取决于估计器，一般不等于模
型类的逼近误差 A(F)。正则化也会产生偏差，即便 f∗ ∈ F。原课程关于风险分解与非参回归的
两讲是本节的起点[2, 4]。

2 逼近与维数灾难

2.1 立方体的角区：体积离开中央内切球

先沿着原 PPT 的图像理解高维空间 [3, 第 46 页]。立方体 Cd = [0, 1]d 有 2d 个顶点：每个坐标
都可以独立选择 0 或 1。记中心为 c = (1/2, . . . , 1/2)，中央内切球为 Bd = {x : ‖x− c‖2 ≤ 1/2}。
二维图中，圆外剩下四个朝向顶点的角区；高维时，这个图像需要用体积来解释。

d = 2 22 = 4 个顶点 d = 3 23 = 8 个顶点 d = 8 28 = 256 个顶点

球外体积：21.5% 球外体积：47.6%

V

W

球外体积：98.4%
中央内切球 球外角区 顶点方向

图 1: 按原课第 46 页改绘：维数增加时，顶点数为 2d，中央内切球的体积占比迅速下降。右图以
256 个方向编码八维顶点，两个标记顶点恰有四个坐标不同；它是角区的示意图，平面线段的长
度与夹角不表示高维距离。百分比使用实际的 d 维体积计算。

沿每个坐标的中点把立方体分开，得到由顶点 v ∈ {0, 1}d 标记的 2d 个子立方体 Qv。忽略
体积为零的分界面，定义

Av = Qv \Bd

为朝向 v 的球外角区。这里的“角区”指这一明确划分；高维时不要求这些区域彼此不连通。

命题 2.1 (几乎全部体积落在球外角区)。 中央球占立方体的体积比例为

rd =
πd/2

2dΓ(d/2 + 1)
≤
(π
4

)⌊d/2⌋
−→ 0.

每个角区的体积为 (1− rd)/2
d。若 X,Y 是两个独立的均匀立方体随机点，则

P
(
X,Y 都在球外，且属于不同角区

)
= (1− rd)

2(1− 2−d) −→ 1. (2.1)
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证明直觉 要落在中央球内，总的平方距离不能超过 1/4。因而无论取哪两个坐标，它们组
成的平面坐标也必须落在对应的内切圆里。每增加一对独立坐标，就多一道概率为 π/4 < 1

的必要条件；这些条件相乘，使中央球的体积比例迅速减小。

证明. 单位欧氏球的体积为 πd/2/Γ(d/2 + 1)，半径缩为 1/2 后体积乘以 2−d，得到 rd 的公式。
下面直接证明其趋于零，不需要估计 Gamma 函数。把坐标配成 bd/2c 对。若 X ∈ Bd，则每对
(X2j−1, X2j) 都满足

(X2j−1 − 1/2)2 + (X2j − 1/2)2 ≤ 1/4.

这个圆在单位正方形内的面积是 π/4；不同坐标对独立，故 rd ≤ (π/4)⌊d/2⌋。关于各坐标中点的
反射对称性使全部角区等体积，得到 (1− rd)/2

d。最后，对 2d(2d − 1) 个不同的有序角区对求和，
就得到(2.1)。

“球外”并不表示靠近某个顶点的小邻域。例如在每个顶点放一个各坐标宽度为 ρ ∈ (0, 1/2)

的小方块，这些小方块的总体积为 2dρd = (2ρ)d → 0。式(2.1)也还没有给出点间距离下界：不同
角区只保证至少一个坐标跨过中点。要理解典型距离，需要进一步看有多少坐标贡献了差异。

2.2 两个随机点：坐标差异累积成常数距离

为了在不同维数下比较同一尺度，以下使用归一化欧氏距离

Dd(x, y) =
‖x− y‖2√

d
.

立方体在这个距离下的直径始终是 1。先看最简单的顶点模型：令 V,W 独立均匀取自 {0, 1}d，
并记

H =
d∑

i=1

1{Vi ̸=Wi}, H ∼ Bin(d, 1/2), Dd(V,W )2 =
H

d
.

每个坐标不同的概率为 1/2，所以典型情形是约 d/2 个坐标不同；每个不同坐标对平方距离贡献
1/d，加起来就是约 1/2。反过来，两个相邻顶点虽然不同，却只有一个坐标不同，距离为 1/

√
d。

这说明关键在于大量坐标共同贡献差异。

定理 2.2 (乘积分布中两个随机点的距离集中)。固定一个不随维数改变、支持在 [0, 1] 上的概率
分布 ν，设其方差为 σ2 > 0。令 X,Y 独立服从 ν⊗d，并记 µ = 2σ2。则 EDd(X,Y )2 = µ，且对
任意 t > 0，

P
(∣∣Dd(X,Y )2 − µ

∣∣ ≥ t
)
≤ min

{
1

4dt2
, 2e−2dt2

}
. (2.2)

对距离本身，对任意 ε > 0 有

P
(
|Dd(X,Y )−√

µ| ≥ ε
)
≤ 2e−2dµε2 . (2.3)

特别地，当 d→ ∞ 时，Dd(X,Y ) −→ √
µ，其中收敛为依概率收敛。

证明直觉 平方距离是 d 个独立、取值有界的坐标贡献的平均。每一项的平均贡献相同，独
立性又使不同项的协方差消失，所以平均后的方差缩小到 1/d。这个方差计算已经足以说明
距离趋于常数；后面的集中不等式会把失败概率进一步压到关于 d 的指数小量。
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证明. 令 Zi = (Xi − Yi)
2。这些变量独立同分布，取值于 [0, 1]，且 Xi, Yi 独立并具有相同均值，

所以
EZi = Var(Xi − Yi) = 2σ2 = µ.

又有 Var(Zi) ≤ E(Zi − 1/2)2 ≤ 1/4，因此

EDd(X,Y )2 = µ, Var
(
Dd(X,Y )2

)
=

1

d2

d∑
i=1

Var(Zi) ≤
1

4d
.

由逐点不等式 t21{|D2
d−µ|≥t} ≤ (D2

d −µ)2，取期望得到(2.2)中的方差界。这就是 Chebyshev 方法，
此处已经给出了它所需的全部推导。

指数界则将 Ui = Zi ∈ [0, 1] 代入后文独立证明的 Hoeffding 不等式（定理 3.6），对总和取阈
值 dt，得到 2 exp{−2(dt)2/d} = 2e−2dt2。读者可以先用方差界理解集中现象，再在第 3 节学过
集中不等式后返回这一步。最后，由

|Dd −
√
µ| =

∣∣D2
d − µ

∣∣
Dd +

√
µ
≤
∣∣D2

d − µ
∣∣

√
µ

在平方距离的尾界中取 t =
√
µ ε，便得到距离本身的概率界，以及所述依概率收敛。

顶点模型对应 ν = 1
2δ0 +

1
2δ1，其方差为 1/4；连续均匀立方体对应 ν = Unif[0, 1]，其方差为

1/12。因此，两种模型的极限分别为

Dd(V,W ) −→ 1√
2
, Dd(X,Y ) −→ 1√

6
（连续均匀立方体）.

“趋于常数”指的是归一化距离。通常的欧氏距离仍随
√
d 增长，在这两种模型中分别集中在√

d/2 与
√
d/6 附近的相对小范围内。

与局部覆盖的联系 仍在定理 2.2的假设下，令测试点 X 与训练点 X(1), . . . , X(N) 相互独立，都
服从 ν⊗d。若固定 0 ≤ r <

√
µ，单个训练点落在测试点的 r 邻域内的概率指数小。对每一对使

用定理 3.6证明中的单侧形式，再作并集界，便有

P
(

min
1≤j≤N

Dd(X,X
(j)) ≤ r

)
≤ N exp{−2d(µ− r2)2}. (2.4)

具体地，距离至多为 r 要求坐标平方差的平均值从 µ 向下偏离至少 µ − r2，单对的概率因而至
多为 e−2d(µ−r2)2。并集界将这些概率相加，不要求不同的事件独立。若要找到一个这样的近邻的
概率至少为固定 p ∈ (0, 1)，必需 N ≥ p e2d(µ−r2)2。这是随机局部覆盖的必要样本量；它对一般
学习算法是否构成困难，还取决于目标函数类的结构。下面从网格计数出发，把局部距离要求转
成平滑函数的逼近复杂度。

2.3 先把困难变成一个网格计数问题

取 X = [0, 1]d。先假设 0 < β ≤ 1，且目标满足 Hölder 条件

|f(x)− f(y)| ≤ L ‖x− y‖β∞ . (2.5)

把每个坐标轴分成 q 份，得到 M = qd 个边长 h = 1/q 的小方块。在每个方块 Qj 内取一点 cj，
用常数 f(cj) 代替整个方块内的函数。
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命题 2.3 (分片常数逼近)。 设 FM 是上述网格上的分片常数函数类。则

inf
g∈FM

‖f − g‖∞ ≤ Lhβ = LM−β/d, inf
g∈FM

‖f − g‖2L2(PX) ≤ L2M−2β/d.

第二个结论对任意支持在 [0, 1]d 上的概率分布 PX 成立。

证明直觉 平滑性说，在一个小方块里，函数来不及变化很多。维数灾难说，要让每个方向
都足够近，小方块的总数必须相乘。提高平滑度改善每块的误差；提高维数增加要照顾的方
块数。

证明. 对 x ∈ Qj，有 ‖x− cj‖∞ ≤ h，因此 |f(x) − f(cj)| ≤ Lhβ。对 x 取上确界得到第一个式
子。平方后对概率分布积分得到第二个式子。

h = 1/4

d = 1 : q = 4 个区间

d = 2 : q2 = 16 个方块

图 2: 同样的坐标分辨率 h，在 d 维需要 h−d 个区域。每个坐标的选择相乘，把前面 2d 个角区
的计数推广到任意分辨率。

如果要控制的是函数误差 ‖f − g‖∞ ≤ ε，取 M ≳ (L/ε)d/β 即可由这个构造保证该精度。若
要控制的是平方风险 A(FM ) ≤ ε，同一构造给出的充分分辨率为 M ≳ (L2/ε)d/(2β)。先说清误差
标准，指数才有意义。

2.4 更高平滑度为什么可以换成更高阶多项式

令 s = m+ α，其中 m ≥ 0 为整数、0 < α ≤ 1。假设 f ∈ Cm,α([0, 1]d)，即 m 阶偏导数为 α 次
Hölder，相关范数由 L 控制。在每个方块使用 m 次 Taylor 多项式，就有

‖f − gh‖∞ ≤ Cd,sLh
s, N =

(
d+m

m

)
qd (2.6)

个系数，因此在固定 d, s 时平方逼近误差为 O(N−2s/d)。

证明直觉 常数模型只记录函数的高度；一次模型还记录斜率；二次模型继续记录曲率。
Taylor 展开把在小区域内可预测的变化全部扣除，剩余误差才由最高阶导数的平滑性决定。

误差阶的推导. m = 0时就是命题 2.3。对 m ≥ 1，固定方块内 c, x，令 v = x−c、u(t) = f(c+tv)。
一维 Taylor 公式可改写为

u(1)−
m∑
k=0

u(k)(0)

k!
=

1

(m− 1)!

∫ 1

0
(1− t)m−1{u(m)(t)− u(m)(0)} dt.

8
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链式法则与 Hölder 条件给出 |u(m)(t) − u(m)(0)| ≤ Cd,mL ‖v‖m+α
∞ tα。因 ‖v‖∞ ≤ h，积分得到

Cd,sLh
s。总次数不超过 m 的 d 元单项式数目是

(
d+m
m

)
，乘以方块数即得 N。

这里的常数不能被当作与 d 无关；
(
d+m
m

)
也应在讨论维数依赖时保留。网格构造给出了一个

上界。若想证明任意方法都无法避免维数依赖，需要再给函数类的复杂度下界。

2.5 许多互不干扰的小凸起给出复杂度下界

记 Hβ(L) 为满足 (2.5) 且 ‖f‖∞ ≤ L 的函数类，仍令 0 < β ≤ 1。在 M = qd 个网格方块中央，
各放一个支撑宽度约为 h/2、高度为 ahβ 的小凸起 bj，其中 a > 0 足够小。其具体构造和统计下
界将在附录 A 完整给出。

对每个 θ ∈ {0, 1}M，定义 fθ =
∑M

j=1 θjbj。可以选择仅依赖 d, β, L 的 a，使所有这些函数
都属于 Hβ(L)。当 θ 6= θ′ 时，至少有一个凸起不同，因此

‖fθ − fθ′‖∞ ≥ ahβ .

所以任何半径小于 ahβ/2 的一致范数球，至多包含其中一个函数。具体取 q = b(a/(4ε))1/βc。对
充分小的 ε，有 q ≥ 1

2(a/(4ε))
1/β，且任意两个函数相距至少 4ε。由此得到

logN(Hβ(L), ‖·‖∞ , ε) ≥ cd,β,Lε
−d/β (2.7)

对所有足够小的 ε 成立。这里 N(·, ·, ε) 是覆盖数，正式定义见后文。

证明直觉 每个小区域可以独立决定“有没有一个凸起”。平滑性限制凸起高度，却没有把
相距较远区域的选择绑在一起。因此，在分辨率 h 下，整个函数类携带约 h−d 个独立的二
元选择。覆盖数把这种需要分辨的自由度，转成一个严格的计数量。

说明 2.4 (下界到底约束了什么)。 式 (2.7) 是函数类的度量熵下界，也能解释有限精度编码需要
的位数。它本身并不意味着任何使用 N 个实参数的方法都必须满足同样的参数下界：无限精度
实数可以编码任意多的离散信息。要推参数数目下界，还需要限制参数精度、参数范围及解码映
射的定量连续模，或模型类本身的覆盖数。

2.6 把逼近困难和统计困难放进同一个式子

网格模型有 M 个局部均值需要估计。若每块约有 n/M 个观测，每个局部平均的噪声方差约为
σ2M/n。因此后面的核平滑证明将严格实现下面的平衡：

平方风险 ≲ L2M−2β/d︸ ︷︷ ︸
局部逼近

+
σ2M

n︸ ︷︷ ︸
估计局部均值

. (2.8)

令两项同阶，得到

M � nd/(2β+d), E
∥∥∥f̂ − f∗

∥∥∥2
L2(PX)

≲ n−2β/(2β+d)

其中暂把 d, β, L, σ 看作固定常数。此处是预告推导结构，不是从参数个数直接推出一个普适泛
化定理。

维数灾难的结论针对一般平滑函数类。如果目标只依赖少数坐标、具有可加结构或较小的字
典表示范数，函数类会显著缩小。Maurey 方法与 RKHS 理论将展示：对某些结构化函数类，控
制表示的范数与几何，比单纯数参数更有信息。这延续了原课程第一讲关于维数灾难的讨论[2]。
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3 泛化：从一个函数的集中到整个函数类的控制

设 S = (Z1, . . . , Zn) 是来自分布 P 的独立同分布样本。对实值函数 g，记

Pg = E[g(Z)], Png =
1

n

n∑
i=1

g(Zi).

在学习问题中，我们把预测函数类 F 转成损失函数类 G = {ℓf : f ∈ F}，其中 ℓf (x, y) =

ℓ(y, f(x))。若无另说，G 非空且在取样前确定。本节要控制的核心量是

∆S(G) = sup
g∈G

|(Pn − P )g| . (3.1)

它控制的是同一批数据上所有候选模型的评估误差，因此也控制看过数据之后才选出的模型。下
面默认函数类及其上确界可测；例如，存在一个可数子类，使所用上确界可由该子类逼近。集中
不等式部分沿着原课程第七讲 PPT 的思路，从 Markov 与 Chebyshev 出发，逐步提升矩阶，再
用指数矩和 Chernoff 方法处理独立和 [6, 第 6 至 15 页][5]。随后进入统一收敛与 Rademacher
complexity [7, 8]。下面补齐各步之间的动机，证明中的记号和常数均在此独立给出。

3.1 Markov 与 Chebyshev：用已知矩限制尾部概率

对于固定的 g，Png−Pg 是均值为零的随机波动。我们希望在给定样本量 n 时，就能回答它超过
t 的概率有多大。最简单的办法，是把尾部事件的指示函数压在一个已知期望的随机变量下面。

命题 3.1 (Markov 与 Chebyshev 不等式)。 若 X ≥ 0 且 EX <∞，则对所有 t > 0，

P(X ≥ t) ≤ EX
t
.

若 X 有有限方差 σ2 = E(X − EX)2，则对所有 t > 0，

P
(
|X − EX| ≥ t

)
≤ σ2

t2
.

证明直觉 在事件 {X ≥ t} 上，每次至少贡献 t 的大小。既然总平均只有 EX，这个事件的
概率便不能超过 EX/t。Chebyshev 使用完全相同的想法，只是把偏差先平方：这样既消除
了正负号，又能调用已知的方差。

证明. 由逐点不等式 t1{X≥t} ≤ X，取期望就得到 Markov 界。再对非负变量 (X −EX)2 应用它，
并把阈值取为 t2，即得 Chebyshev 界。

例如，若 U1, . . . , Un 独立同分布，均值为 µ、方差为 σ2，则独立性使不同项的协方差消失，
因而

Var
(
1

n

n∑
i=1

Ui

)
=
σ2

n
, P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Ui − µ

∣∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ σ2

nt2
.

固定失败概率 δ ∈ (0, 1) 时，阈值是 σ/
√
nδ。这里已经看见 n−1/2 的平均尺度；需要改进的是

对很小失败概率的依赖。稍后同时控制很多函数时，δ−1/2 会很昂贵，而指数尾可以把它换成√
log(1/δ)。这种改进需要比有限方差更强的信息。
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3.2 提升矩阶：先选变换，再让矩阶适应偏差

从一阶矩到二阶矩的过程可以继续。对任意 p > 0，只要 E |W |p <∞，将 Markov 用于 |W |p 就
有

P(|W | ≥ t) = P(|W |p ≥ tp) ≤ E |W |p

tp
, t > 0. (3.2)

提高幂次会更强地惩罚大偏差，但分子里的高阶矩也会增长。因此，真正有用的信息是矩随阶数
怎样增长。固定一个有限的 p，式(3.2)仍只是 t−p 的多项式尾；若能同时控制一族矩，就可以针
对每个阈值 t 选择合适的 p。

例 3.2 (高斯变量：优化矩阶可以恢复高斯型尾)。 设 G ∼ N(0, 1)。对整数 k ≥ 1，

EG2k = (2k − 1)(2k − 3) · · · 1 ≤ (2k)k.

于是 P(|G| ≥ t) ≤ (2k/t2)k。当 t ≥ 2 时，选择 k = bt2/4c，便得到

P(|G| ≥ t) ≤ 2−k ≤ exp
(
− log 2

8
t2
)
.

这里要观察的是指数形式，常数还可以进一步改进。

证明直觉 若永远只用第四阶矩，尾界就永远只有 t−4。高斯变量的高阶矩增长足够慢，允
许我们让 k 随 t2 增长，同时把括号中的比值维持在小于 1 的常数。一个固定小于 1 的数取
约 t2 次幂，就变成了高斯型衰减。

证明. 记标准高斯密度为 ϕ。由 ϕ′(x) = −xϕ(x) 分部积分，且边界项为零，

EG2k = −
∫
R
x2k−1ϕ′(x) dx = (2k − 1)EG2k−2.

从 EG0 = 1 递推可得偶数矩公式；每个因子至多是 2k，所以得到所述矩上界。选择 k = bt2/4c
后，2k/t2 ≤ 1/2，且 t ≥ 2 保证 k ≥ t2/8，代入(3.2)即得结论。

这补足了 PPT 中从一阶、二阶矩走向指数矩的一步：指数尾并非由 Markov 或 Chebyshev
自动给出，而是来自额外的高阶矩控制，以及随阈值优化变换的做法。

3.3 MGF 与 Chernoff：重新加权全部矩，再优化参数

指数函数提供了一族更方便的变换。随机变量 X 的矩母函数（moment generating function，
MGF）与对数矩母函数记为

MX(λ) = EeλX , KX(λ) = logMX(λ),

其中 KX 只在 MX(λ) <∞ 处使用。若存在 a > 0 使 Eea|X| <∞，则当 |λ| < a 时，

MX(λ) =
∞∑
k=0

λkEXk

k!
.

对中心化变量 W，零阶项是 1，一阶项为零，二阶项是 λ2 Var(W )/2。参数 λ 通过权重 λk/k! 重
新分配各阶矩的作用。这正是原 PPT 上从多项式变换过渡到指数变换的动机：先把各阶矩汇总
成一个函数，再选择合适的 λ。

11
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命题 3.3 (Chernoff 方法)。 设 X 的矩母函数在至少一个正参数处有限。对每个 t > 0，

P(X ≥ t) ≤ inf
λ>0

MX(λ)<∞

exp
(
KX(λ)− λt

)
. (3.3)

若 X 在某个负参数处也有有限的 MGF，则对 −X 使用同一结论可以控制左尾。

证明直觉 增大 λ 会使阈值对应的因子 e−λt 更小，但还必须同时考虑随 λ 变化的指数加权
代价 MX(λ)。Chernoff 方法选择使二者乘积最小的参数。它与刚才选择矩阶 p 的策略相同：
都把 Markov 用于一个可调节的变换，再针对所关心的阈值优化这个变换。

证明. 对任意允许的 λ > 0，指数函数严格递增，故

P(X ≥ t) = P(eλX ≥ eλt) ≤ e−λtEeλX = eKX(λ)−λt.

该界对每个这样的 λ 都成立，取下确界即可。

以 G ∼ N(0, 1) 为例，配方给出

MG(λ) =
1√
2π

∫
R
eλx−x2/2 dx = eλ

2/2.

于是 Chernoff 指数为 λ2/2− λt，最优参数为 λ = t。左右两尾合起来得到 P(|G| ≥ t) ≤ 2e−t2/2。
这与优化偶数矩得到相同的尾部形状，而且计算更直接、常数更好。

说明 3.4 (提升矩阶与使用指数矩都需要条件)。上面的级数交换可由支配收敛证明，因为各部分
和的绝对值都不超过 e|λ||X| ≤ ea|X|。只有某个有限阶矩时，不能继续调用更高阶矩；即使所有阶
矩都有限，也不能直接假定正指数矩有限。例如 X = eG 满足 EXp = ep

2/2 <∞，p > 0，但对任
意 λ > 0，EeλX = ∞：相应积分的指数 λex − x2/2 在 x → ∞ 时趋于正无穷。因此，后面每次
使用 MGF 都会给出能控制它的具体假设。

3.4 独立和：指数变换把平均效应变成乘法

矩方法也能展开 E(
∑

iWi)
p，但高阶混合项很快变得繁杂。指数函数则直接满足 eλ

∑
i Wi =∏

i e
λWi。若 Wi 相互独立，且各个指数矩有限，就有

M∑
i Wi

(λ) =
∏
i

MWi(λ), K∑
i Wi

(λ) =
∑
i

KWi(λ). (3.4)

取对数后，独立和的尾部控制因此归结为各项指数矩上界的相加。

定义 3.5 (次高斯随机变量)。 设 ν ≥ 0。若 EW = 0，且对所有 λ ∈ R，

EeλW ≤ eν
2λ2/2,

则称 W 是方差代理为 ν2 的次高斯变量。这里 ν2 是上界中的参数，未必等于真实方差；比较零
附近的二阶项可知 Var(W ) ≤ ν2。
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证明直觉 次高斯条件表示：用来做 Chernoff 估计的指数矩，至多与方差为 ν2 的中心高斯
变量一样大。独立性使各项的方差代理相加，平均又把总和缩小 n 倍，于是平均值的方差
代理缩小到原来的 1/n。

具体地，设独立中心化变量 Wi 分别具有方差代理 ν2i，并令 V =
∑

i ν
2
i > 0。由(3.4)，

K∑
i Wi

(λ) ≤ V λ2/2。对总和取阈值 nt，并在 Chernoff 界中取 λ = nt/V，得到

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Wi

∣∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ 2 exp

(
−n

2t2

2V

)
. (3.5)

特别地，若每个 ν2i ≤ ν2，则以至少 1− δ 的概率，∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Wi

∣∣∣∣∣ ≤ ν

√
2 log(2/δ)

n
.

固定 δ 仍是 n−1/2 尺度，但现在把失败概率压得很小只需付出对数代价。这里独立性负责乘法，
次高斯假设负责控制每个因子；独立性本身并不能保证指数矩存在。若用同一个尺度 ν2 控制 M

个固定候选的方差与次高斯代理，分别作并集界得到的阈值为 ν
√
M/(nδ) 与 ν

√
2 log(2M/δ)/n。

这预示了指数尾为何特别适合统一控制多个候选。

3.5 Hoeffding：有界性如何给出二次指数矩界

次高斯条件把所需的 MGF 控制写得很清楚。接下来的问题是：除了高斯变量，哪些常见变量也
满足它？Hoeffding 引理说明，只要取值落在有限区间，中心化之后就有方差代理 (b − a)2/4 的
次高斯控制。

定理 3.6 (Hoeffding 不等式)。 设 U1, . . . , Un 相互独立，且 ai ≤ Ui ≤ bi 几乎处处成立。令
V0 =

∑
i(bi − ai)

2 > 0。对 t > 0，

P

(∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(Ui − EUi)

∣∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ 2 exp

(
−2t2

V0

)
.

特别地，若 g(Z) ∈ [0, B]，则

P
(
|Png − Pg| ≥ t

)
≤ 2e−2nt2/B2

. (3.6)

证明直觉 先研究一个变量的对数指数矩 K(λ)。其二阶导数恰好是某个重新加权分布下的
方差；重新加权不会改变变量的取值区间，所以二阶导数始终有界。把这个曲率界积分两次，
便得到一个二次函数控制 K。最后利用独立性把这些二次上界相加，再选择最合适的 λ。

证明. 先令 U ∈ [a, b]，并定义 K(λ) = logEeλ(U−EU)。在密度与 eλU 成比例的新分布 Pλ 下，直
接求导得到

K ′′(λ) = VarPλ
(U) ≤ EPλ

(
U − a+ b

2

)2

≤ (b− a)2

4
.

又因为 K(0) = K ′(0) = 0，带积分余项的 Taylor 公式给出，对所有实数 λ，

K(λ) = λ2
∫ 1

0
(1− s)K ′′(sλ) ds ≤ λ2(b− a)2

8
.
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因此，T =
∑

i(Ui − EUi) 满足 EeλT ≤ eλ
2V0/8。对任意 λ > 0，Markov 不等式给出

P(T ≥ t) ≤ e−λtEeλT ≤ exp
(
−λt+ λ2V0

8

)
.

取 λ = 4t/V0，得到单侧界 e−2t2/V0。对 −T 重复一次并相加，即得双侧界。令 Ui = g(Zi)，再把
总和的阈值取成 nt，得到(3.6)。

3.6 Bernstein：保留方差，才能看见较快的统计速率

Hoeffding 只看取值区间。如果某个随机变量通常很接近零，仅有很小概率达到区间端点，它的
实际波动会远小于区间长度所暗示的尺度。Bernstein 不等式把真实方差留在界中。

定理 3.7 (有界变量的 Bernstein不等式)。设 ξ1, . . . , ξn 相互独立，Eξi = 0，|ξi| ≤ b，其中 b > 0，
并记 v =

∑
i Eξ2i。对任意 t > 0，

P

(
±

n∑
i=1

ξi ≥ t

)
≤ exp

(
− t2

2(v + bt/3)

)
. (3.7)

对任意 u > 0，还可以得到如下单侧阈值形式：

P

(
±

n∑
i=1

ξi ≥
√
2vu+

bu

3

)
≤ e−u. (3.8)

因此，若 v ≤ nσ2，则以至少 1− 2e−u 的概率，∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

ξi

∣∣∣∣∣ ≤
√

2σ2u

n
+
bu

3n
. (3.9)

证明直觉 指数函数的级数中，一阶项由于中心化而消失，二阶项正是方差。有界性使更高
阶矩都能用二阶矩乘上 b 的幂控制。于是整个级数可以求和：小偏差由方差控制，大偏差还
需支付有界性的代价。后面局部化分析的关键，是把这里的 σ2 再与未知的超额风险联系起
来。

证明. 若 v = 0，所有变量均为零，结论显然。以下设 v > 0。有界性保证指数级数可以逐项取期
望。对 0 ≤ λ < 3/b，使用

∣∣Eξki ∣∣ ≤ bk−2Eξ2i 和 k! ≥ 2 · 3k−2，有

Eeλξi ≤ 1 +
λ2Eξ2i

2

∞∑
k=2

(
λb

3

)k−2

≤ exp
(

λ2Eξ2i
2(1− λb/3)

)
.

独立性因而给出

logEeλ
∑

i ξi ≤ vλ2

2(1− λb/3)
.

对阈值 t > 0，取 λ = t/(v + bt/3)，直接得到(3.7)。为取得(3.8)中的阈值常数，记 c = b/3、
a =

√
2u/v，取 λ = a/(1 + ca)。此时 1− cλ = 1/(1 + ca)；将阈值 t = va+ cu =

√
2vu+ cu 代

入 Chernoff 界，指数恰好为

−λt+ vλ2

2(1− cλ)
= −u.

这证明了正侧界；对 −ξi 应用同一论证，得到负侧界。

14
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这里两项的意义不同：
√
σ2u/n 是平均后留下的随机波动，bu/(3n) 则来自尾部控制。若进

一步有 σ2 ≲ r，我们会得到
√
ru/n+ u/n，而不再是一个与 r 无关的 n−1/2 上界。

3.7 为什么固定函数的集中还不够

例 3.8 (选择发生在观察数据之后)。 令 X 在 [0, 1] 上均匀分布，并考虑所有有限集合的指示函
数 gA(x) = 1{x∈A}。对每个预先固定的有限集 A，PgA = 0，且 PngA = 0 几乎必然成立。然而
看过数据后可以选择 AS = {X1, . . . , Xn}；这时 PngAS

= 1，但 PgAS
= 0。每个固定候选的评估

都正确，无法推出从全部候选中选出的那个也正确。

学习算法输出 f̂(S)，恰好具有这种数据依赖性。因此我们希望先得到一个事件，在这个事件
上所有 f ∈ F 都被同时控制。风险分解中的泛化项便归结为(3.1)；对于经验风险近似最小化器，
类内超额风险不超过 2∆S(G) 加优化误差。

命题 3.9 (有限函数类的统一界)。若确定性函数类 G 含有 M 个函数，且每个函数取值于 [0, B]，
则以至少 1− δ 的概率，

∆S(G) ≤ B

√
log(2M/δ)

2n
.

证明直觉 一个函数出错的概率指数小，同时考虑 M 个函数最多把失败概率乘以 M。反解
指数后，模型数量只以 logM 进入统计误差。这也解释了为什么应当数可以区分的预测行
为，而不能只看有多少实数参数。

证明. 对每个函数应用(3.6)，再作并集界：

P
(
∆S(G) > t

)
≤
∑
g∈G

P
(
|(Pn − P )g| > t

)
≤ 2Me−2nt2/B2

.

令右端等于 δ 即可。

3.8 Covering number：把无限类变成有限分辨率的类

定义 3.10 (覆盖数与度量熵)。 给定度量空间 (T, d)，若有限集合 {t1, . . . , tM} ⊆ T 满足每个
t ∈ T 都有某个 j 使 d(t, tj) ≤ ε，则称其为 ε 网。最小的 M 记为 N(T, d, ε)，logN(T, d, ε) 称为
度量熵。

这里度量是结论的一部分。对函数类，先用确定性的全局度量 d∞(g, h) = supz |g(z)− h(z)|。
它同时控制训练分布上的平均和这次训练样本上的平均。

定理 3.11 (确定性覆盖的统一界)。 设 G 中所有函数取值于 [0, B]。对预先确定的 ε > 0，若
Nε = N(G, d∞, ε) <∞，则以至少 1− δ 的概率，

∆S(G) ≤ 2ε+B

√
log(2Nε/δ)

2n
. (3.10)

证明直觉 只在有限张网格上作概率估计，再靠连续性填满网格之间的空隙。网越细，填空
误差越小，但需要同时控制的点越多。ε 因而是一个分辨率选择：粗糙化误差与统计误差需
要平衡。
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证明. 固定一个大小为 Nε 的网 Gε。对每个 g 选择 π(g) ∈ Gε，使 d∞(g, π(g)) ≤ ε。于是

|(Pn − P )g| ≤ |(Pn − P )π(g)|+ Pn |g − π(g)|+ P |g − π(g)|

≤ max
h∈Gε

|(Pn − P )h|+ 2ε.

对这个预先固定的网应用命题 3.9 即可。

可以在看数据之前选择使(3.10)右端较小的 ε。例如若 logNε ≲ D log(C/ε)，取逐渐缩小的
分辨率可得到大约

√
D logn/n 的上界。若损失对预测值是 L Lipschitz 的，则预测函数的 ε 网

提供损失函数的 Lε 网。不能把只在训练样本上接近的两个函数直接代入本定理：样本上的接近
只控制 Pn |g − h|，并未控制 P |g − h|。后面将用条件于样本的随机符号过程处理这种度量。

例 3.12 (有限维球的覆盖数)。 RD 中任意范数球 AB 满足 N(AB, ‖·‖ , ε) ≤ (1 + 2A/ε)D。证明
只需取最大 ε 分离集：以其各点为中心的 ε/2 球互不相交，且都位于 (A+ ε/2)B 中。比较体积
得到点数上界；最大性又保证这些中心构成覆盖。这里真正起作用的是所选度量下的几何；把参
数距离换成函数距离时，相应的 Lipschitz 常数也必须计入。

3.9 Rademacher complexity：函数类能拟合多少随机符号

覆盖数先把函数类离散化。另一条路线是直接测量函数类对纯噪声的拟合能力。取独立符号
σi ∈ {−1, 1}，每个符号的两种取值概率相同，且与样本独立。

定义 3.13 (本讲采用带绝对值的约定)。 定义经验 Rademacher complexity 及其总体平均为

R̂S(G) = Eσ sup
g∈G

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

σig(Zi)

∣∣∣∣∣ , Rn(G) = ESR̂S(G).

这里先让函数适应随机符号，再取符号的平均；如果交换这两个次序，每个固定函数与独立随机
符号的平均相关性都是零。

一些教材去掉上式中的绝对值，记相应复杂度为 R̂+
S。当函数类关于原点对称时，两种定义

相等；当 0 ∈ G 时，R̂+
S ≤ R̂S ≤ 2R̂+

S。下面所有常数均对应定义 3.13，不混用两种约定。

定理 3.14 (对称化)。 若相应期望有限，则

ES∆S(G) ≤ 2Rn(G). (3.11)

证明直觉 未知总体均值很难直接处理，先把它写成另一批独立样本平均的期望。两批样本
地位完全相同，所以每对样本谁在前、谁在后都可以随机交换。这次交换产生的符号正是
Rademacher 变量。最后把两批样本拆开，就只剩下函数类对随机符号的拟合能力。

证明. 引入与 S 独立同分布的幽灵样本 S′ = (Z ′
1, . . . , Z

′
n)，记其经验平均为 P ′

n。对固定 S，由
Pg = ES′P ′

ng 和凸性，
sup
g

|Png − Pg| ≤ ES′ sup
g

∣∣Png − P ′
ng
∣∣ .
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现在对 S 也取平均。每一对 (Zi, Z
′
i) 的联合分布在交换两个分量后不变，不同的样本对又相互独

立。因此整个以 g 为指标的过程在随机交换后分布不变：

ES,S′ sup
g

∣∣∣∣∣ 1n∑
i

[g(Zi)− g(Z ′
i)]

∣∣∣∣∣ = ES,S′,σ sup
g

∣∣∣∣∣ 1n∑
i

σi[g(Zi)− g(Z ′
i)]

∣∣∣∣∣
≤ ES,σ sup

g

∣∣∣∣∣ 1n∑
i

σig(Zi)

∣∣∣∣∣+ ES′,σ sup
g

∣∣∣∣∣ 1n∑
i

σig(Z
′
i)

∣∣∣∣∣
= 2Rn(G).

这里引入符号的等式是在对两批样本取平均后成立，不能把已经固定的两批数值当成仍然具有交
换对称性。

引理 3.15 (有界差分不等式)。 若 H(Z1, . . . , Zn) 在只替换第 i 个坐标时最多改变 ci，则

P(H − EH ≥ t) ≤ exp
(
− 2t2∑

i c
2
i

)
.

同样的界适用于 EH −H。

证明直觉 一次一个地揭示样本。每次揭示造成的条件期望变化均值为零，而且取值区间长
度至多为 ci。所以 Hoeffding 的指数矩论证可逐步条件化使用。

证明. 令 Mi = E[H | Z1, . . . , Zi]，Di = Mi −Mi−1。给定前 i− 1 个坐标后，Di 条件均值为零，
条件取值区间长度至多为 ci。Hoeffding 证明中的单变量界给出 E[eλDi | Z1, . . . , Zi−1] ≤ eλ

2c2i /8。
迭代条件期望得到 Eeλ(H−EH) ≤ eλ

2
∑

i c
2
i /8，再优化 Chernoff 参数即可。

定理 3.16 (Rademacher 泛化界)。若 G 中的函数均取值于 [0, B]，则以至少 1− δ 的概率，

∆S(G) ≤ 2Rn(G) +B

√
log(1/δ)

2n
.

另一个同样以至少 1− δ 概率成立、只需经验复杂度的版本是

∆S(G) ≤ 2R̂S(G) + 3B

√
log(2/δ)

2n
. (3.12)

证明直觉 对称化已经控制了平均的统一偏差。替换一个样本只能让统一偏差改变 B/n，所
以这个量集中在自己的均值附近。经验复杂度也有同样的稳定性，因而还可以用它替换未知
的总体平均复杂度。

证明. 替换一个坐标时，∆S 的变化至多为 B/n。引理 3.15 与(3.11)直接给出第一个结论。同理，
R̂S 的变化也至多为 B/n。分别对 ∆S 的上偏差和 R̂S 的下偏差应用该引理，各分配失败概率
δ/2。在两个事件的交集上，

∆S ≤ 2Rn +Btδ, Rn ≤ R̂S +Btδ, tδ =

√
log(2/δ)

2n
.

代入即得系数 3。注意
∑

i(B/n)2 = B2/n，所以集中指数正比于 n，不是 n2。
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3.10 Contraction：把损失的复杂度还原成预测的复杂度

定理 3.17 (带绝对值约定下的收缩原理)。 固定样本，令 T ⊂ Rn 为预测值向量的集合。若每个
ϕi : R → R 都是 L Lipschitz 的，且 ϕi(0) = 0，则

Eσ sup
t∈T

∣∣∣∣∣ 1n∑
i

σiϕi(ti)

∣∣∣∣∣ ≤ 2LEσ sup
t∈T

∣∣∣∣∣ 1n∑
i

σiti

∣∣∣∣∣ . (3.13)

证明直觉 随机符号在一个坐标上只做两件事：奖励较大的取值，或奖励较小的取值。取两
种符号的平均后，这个坐标所能带来的额外收益只取决于两个候选值的距离。Lipschitz 变
换把距离至多放大 L 倍。逐个坐标替换，就能把复杂的损失函数剥掉。

证明. 先证明没有绝对值的比较。给定其他符号后，把剩余各坐标的贡献记为 At。对一个 L

Lipschitz 函数 ϕ，

1

2
sup
t
(At + ϕ(tk)) +

1

2
sup
t
(At − ϕ(tk))

=
1

2
sup
s,t

{As +At + ϕ(sk)− ϕ(tk)}

≤ 1

2
sup
s,t

{As +At + L |sk − tk|}

=
1

2
sup
s
(As + Lsk) +

1

2
sup
t
(At − Ltk).

最后一个等式利用了交换 s, t 不改变 As + At。依次对所有坐标应用这个不等式，得到无绝对值
的比较，常数为 L。

再令 T0 = T ∪ {0}。由于 ϕi(0) = 0，supt∈T0

∑
i σiϕi(ti) 和其负号版本均非负。绝对值上确

界不超过这两个上确界之和；由符号对称性，两者期望相同。对每一项使用刚才的无绝对值比较，
便得

E sup
t∈T

∣∣∣∣∣∑
i

σiϕi(ti)

∣∣∣∣∣ ≤ 2LE sup
t∈T0

∑
i

σiti ≤ 2LE sup
t∈T

∣∣∣∣∣∑
i

σiti

∣∣∣∣∣ .
除以 n 即得结论。一般集合可先取有限子集，再用可测的极限逼近。

应用于损失时，应该取 ϕi(t) = ℓ(Yi, t) − ℓ(Yi, 0)，而不是默认 ℓ(Yi, 0) = 0。例如，当
|Yi| , |f(Xi)| ≤ M 时，平方损失在 [−M,M ] 上是 4M Lipschitz 的；在这个区间使用收缩即可。
去掉损失基线后，基线自身的经验偏差仍需单独保留，或者直接研究两个模型的损失差。这一区
别在采用绝对值复杂度时尤其需要注意。

3.11 两个可以直接算出的例子：范数比参数数量更有信息

例 3.18 (ℓ2 约束与 Hilbert 特征)。设 fw(x) = 〈w,φ(x)〉，‖w‖ ≤ A，其中内积和范数来自某个
实 Hilbert 空间，且 ‖φ(Xi)‖ ≤ R。由对偶性、Jensen 不等式和随机符号的独立性，

R̂S(F) =
A

n
Eσ

∥∥∥∥∥∑
i

σiφ(Xi)

∥∥∥∥∥
≤ A

n

√√√√Eσ

∥∥∥∥∥∑
i

σiφ(Xi)

∥∥∥∥∥
2

=
A

n

√∑
i

‖φ(Xi)‖2 ≤
AR√
n
.
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关键一步是展开平方后，i 6= j 的项含有 E[σiσj ] = 0，所以交叉项全部消失。结论可用于无限维
Hilbert 空间；但若 R 或表示目标函数所需的 A 随维数增长，维数依赖仍会通过它们出现。

例 3.19 (ℓ1 约束与有限字典)。 设 fw(x) =
∑D

j=1wjφj(x)，‖w‖1 ≤ A，且 |φj(Xi)| ≤ R。ℓ1 与
ℓ∞ 的对偶性给出

R̂S(F) =
A

n
Eσ max

1≤j≤D

∣∣∣∣∣∑
i

σiφj(Xi)

∣∣∣∣∣ ≤ AR

√
2 log(2D)

n
.

为看清最后一步，记 Vj =
∑

i σiφj(Xi)。对任何 λ > 0，单变量的 Hoeffding 指数矩界给出
Ee±λVj ≤ eλ

2nR2/2，所以

Emax
j

|Vj | ≤
1

λ
log

D∑
j=1

(
EeλVj + Ee−λVj

)
≤ log(2D)

λ
+
λnR2

2
.

优化 λ 即得结论。这里 D 个坐标可以高度相关，并不需要坐标之间独立；独立的只是人为引入
的 σi。

3.12 Maurey 的 empirical method：用随机稀疏化构造覆盖

前面把学习问题变成了几何问题：某个范数球在函数距离下到底有多大？Maurey 的方法进一步
把几何问题变成均值估计问题。课程推荐讲义中针对 ℓ1 球的构造[12]，可以写成如下 Hilbert 空
间形式。

定理 3.20 (有限字典的随机稀疏逼近与覆盖)。设 ψ1, . . . , ψM 属于实 Hilbert空间H，‖ψj‖H ≤ R，
A,R > 0。定义

AA =


M∑
j=1

ajψj :
M∑
j=1

|aj | ≤ A

 .

对每个 f ∈ AA 和整数 m ≥ 1，存在 v1, . . . , vm ∈ {0,±ψ1, . . . ,±ψM}，使∥∥∥∥∥f − A

m

m∑
k=1

vk

∥∥∥∥∥
2

H

≤ A2R2

m
. (3.14)

进而对 ε > 0，

logN(AA, ‖·‖H , ε) ≤
⌈
A2R2

ε2

⌉
log(2M + 1). (3.15)

证明直觉 把系数的绝对值看成概率，把系数的符号放进被抽取的字典元素中。整个函数因
此成为一个随机字典元素的期望。用 m 次抽样的平均代替这个期望，平方误差便像均值估
计一样按 1/m 衰减。随机化最关键的作用是让中心化后的交叉项期望为零，而不是保证每
次随机抽样都逼近得好。

证明. 固定表示 f =
∑

j ajψj。先抽取指标 J ∈ {0, 1, . . . ,M}，使

P(J = j) =
|aj |
A

(j ≥ 1), P(J = 0) = 1−
∑

j |aj |
A

.
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若 J = 0，令 U = 0；否则令 U = A sign(aJ)ψJ。于是 EU = f，且 E ‖U‖2H ≤ A2R2。取独立同
分布的 U1, . . . , Um，记 U = m−1

∑
k Uk。展开平方可得

E
∥∥U − f

∥∥2
H

=
1

m2

∑
k,l

E 〈Uk − f, Ul − f〉H

=
1

m
E ‖U − f‖2H =

1

m

(
E ‖U‖2H − ‖f‖2H

)
≤ A2R2

m
.

其中 k 6= l 时，独立性与中心化给出 E 〈Uk − f, Ul − f〉H = 〈E(Uk − f),E(Ul − f)〉H = 0。因此
至少存在一个抽样结果达到不大于期望的误差，证明了(3.14)。

现在把所有可能的 Am−1
∑

k vk 收集成集合 Cm。它的点数至多为 (2M +1)m，且每个点仍属
于 AA。虽然每个 f 所需的抽样概率不同，Cm 本身并不依赖于 f。取 m = dA2R2/ε2e，(3.14)说
明 Cm 是整个 AA 的 ε 网，因而得到(3.15)。

说明 3.21 (这个结论怎样使用)。 可以取 H = L2(PX)，得到总体均方逼近；也可以条件于样本
取 H = Rn，内积为 n−1

∑
i uivi，得到经验 L2 覆盖。这些都是平均平方意义的逼近，并未证明

逐点一致逼近。字典数只通过 logM 出现，但 A、R 可能依赖输入维数，因此还不能据此宣称一
般光滑函数类的维数灾难已经消失。本定理是存在性与覆盖数结论；随机采样需要知道给定表示
的系数，并不自动提供从训练数据找到最优稀疏表示的算法。

3.13 从经验覆盖到 chaining：相近的候选不必重复支付完整代价

现在可以严谨地使用样本相关的度量

dS(g, h) =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

[g(Zi)− h(Zi)]2.

固定 S 后，网的选择也固定，剩下的随机性只有独立符号。若 supg dS(g, 0) ≤ Q，对一个经验 ε

网应用 Cauchy Schwarz 不等式和前面有限向量最大值的指数矩论证，得到

R̂S(G) ≤ ε+Q

√
2 log{2N(G, dS , ε)}

n
. (3.16)

具体地，n−1 |
∑

i σi(g − π(g))(Zi)| ≤ dS(g, π(g))，而每个网点的符号和的指数矩由其经验平方范
数控制。本论证没有对未知的 P (g − π(g)) 作任何替换，因而允许网依赖样本。

单一分辨率仍可能浪费信息：两个非常接近的函数被当成了两项全新的竞争者。Chaining 的
想法是先作粗定位，再逐层修正；每层只为小增量付费。假设 0 ∈ G，令 εj = 2−jQ，取相应的网
Gj，并记 Nj = |Gj |。令 π0(g) = 0、N0 = 1，将 g 写成

g =
(
g − πJ(g)

)
+

J∑
j=1

(
πj(g)− πj−1(g)

)
.

第 j 层至多出现 NjNj−1 个增量，且每个实际出现的增量的 dS 范数至多为 εj + εj−1 = 3εj。对
每一层再次应用有限向量的最大值界，得到完整的有限层结论

R̂S(G) ≤ εJ +

J∑
j=1

3εj

√
2 log(2NjNj−1)

n
. (3.17)

把分层求和与积分比较，就通向 Dudley 的熵积分。本讲需要记住的证明机制是：先用粗网承担
大尺度变化，再用细网描述范数很小的增量；不能把每层增量都按整个函数类的半径估计。这也
说明，覆盖数、随机符号与随机稀疏化是可以相互衔接的三种工具，而不是互不相关的三个术语
[7, 8, 15]。
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4 局部复杂度：让曲率参与统计误差分析

课堂定位。课堂从均值估计出发：先比较全局复杂度界与显式解，再讲平方损失的基本恒等式、
有限类的快速率，以及星形缩放的证明图景，最后用局部分析回到同一个均值问题。临界半径的
完整概率论证与 RKHS 谱计算可在课后阅读。本节延续原课程 Lecture 11 的局部化思路[9]，将
它写成假设明确、可以独立使用的有限样本结论。固定设计部分也可与陈育东的讲义对照[13]。

4.1 先看均值估计：同一个估计器为何出现两种速率

考虑最简单的统计任务。观测 Y1, . . . , Yn 独立同分布，且 Yi ∈ [−1, 1] 几乎处处。记

m = EY, τ2 = Var(Y ), Y =
1

n

n∑
i=1

Yi.

用一个常数 θ ∈ [−1, 1] 预测 Y，并采用平方损失

ℓθ(y) = (y − θ)2, R(θ) = Eℓθ(Y ), Rn(θ) =
1

n

n∑
i=1

ℓθ(Yi).

本小节以 P 和 Pn 分别表示对 Y 的总体平均与经验平均。将 Y − θ = (Y −m)− (θ −m) 展开，
并利用 E(Y −m) = 0，得到

R(θ) = τ2 + (θ −m)2, R(θ)−R(m) = (θ −m)2. (4.1)

因此总体最优参数就是 m。我们研究同一个经验风险最小化器

θ̂ ∈ arg min
θ∈[−1,1]

Rn(θ).

参数误差与风险误差差一个平方。以下用 r 表示参数误差半径，用 q = r2 表示超额风险的尺度。

第一种分析：直接使用全局复杂度。先完全照搬上一节的统一泛化界。完整平方损失类为
L = {ℓθ : θ ∈ [−1, 1]}，每个损失都取值于 [0, 4]。固定观测样本，取独立 Rademacher 符号 εi。按
本讲带绝对值的约定，展开平方后有

R̂S(L) = Eε sup
|θ|≤1

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

εi(θ
2 − 2θYi + Y 2

i )

∣∣∣∣∣
≤ 1

n
Eε

∣∣∣∣∣∑
i

εi

∣∣∣∣∣+ 2

n
Eε

∣∣∣∣∣∑
i

εiYi

∣∣∣∣∣+ 1

n
Eε

∣∣∣∣∣∑
i

εiY
2
i

∣∣∣∣∣
≤

√
n+ 2

√∑
i Y

2
i +

√∑
i Y

4
i

n
≤ 4√

n
. (4.2)

倒数第二步只用了 Eε|
∑

i εibi| ≤
√∑

i b
2
i：展开平方时，符号的交叉项期望为零。上界对每个样

本都成立，故总体平均复杂度同样至多为 4/
√
n。

取任意 δ ∈ (0, 1)。将损失上界 B = 4 代入定理 3.16 的第一个版本，以至少 1− δ 的概率有

sup
|θ|≤1

|Rn(θ)−R(θ)| ≤ 8√
n
+ 4

√
log(1/δ)

2n
.
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ERM 的类内超额风险至多为上述统一偏差的两倍，因而

(θ̂ −m)2 ≤ Cδ√
n
, |θ̂ −m| ≤

√
Cδ n

−1/4, Cδ = 16 + 8

√
log(1/δ)

2
. (4.3)

固定置信度时，这条全局分析只给出参数误差 O(n−1/4)。到这里每一步都是正确的；我们还需要
判断这个上界是否反映了估计器本身的精度。

第二种分析：先把 ERM 显式求出来。对同一个经验目标作平方配方：

Rn(θ) = (θ − Y )2 +
1

n

n∑
i=1

(Yi − Y )2.

因为 Y ∈ [−1, 1]，唯一最小点就是
θ̂ = Y . (4.4)

对区间长度为 2 的独立观测使用 Hoeffding 不等式，得到

P{|Y −m| ≥ t} ≤ 2 exp{−nt2/2}, t > 0.

记

an(δ) =

√
2 log(2/δ)

n
. (4.5)

于是以至少 1− δ 的概率，

|θ̂ −m| ≤ an(δ), R(θ̂)−R(m) ≤ an(δ)
2. (4.6)

参数误差现在是 O(n−1/2)，超额风险是 O(n−1)。更直接地，独立性给出精确的均方误差

E(θ̂ −m)2 =
τ2

n
. (4.7)

若分布固定且 τ2 > 0，均方根误差恰好为 τ/
√
n。这说明先前的 n−1/4 是泛化分析给出的松上界。

差别出在哪里：二次代价与随机倾斜。令 a = θ −m。对比 θ 与 m 的损失时，公共项 (Y −m)2

消失，只留下
La(Y ) := ℓm+a(Y )− ℓm(Y ) = a2 − 2a(Y −m). (4.8)

因此总体与经验的超额风险分别为

PLa = a2︸︷︷︸
二次代价

, PnLa = a2 − 2a(Y −m)︸ ︷︷ ︸
随机线性倾斜

. (4.9)

证明直觉 偏离最优点的距离为 r 时，确定性的风险代价是 r2。随机线性倾斜的大小却是
r 乘上均值波动，因而只有 r/

√
n 的量级。全局界用一个不随 r 缩小的统一数去控制随机扰

动，于是只剩下 r2 与 n−1/2 的比较。局部分析应当保留扰动中的距离因子，让 r2 与 r/
√
n

比较。快率来自二次增长与局部波动的联合使用。

图中 εn � n−1/2 表示固定置信度时的量级，省略了常数。两个交点对应同一个估计器的两
种分析上界。如果把整个损失乘以一个正常数，二次代价与随机倾斜也会同时乘上这个常数，估
计器和关于 n 的指数都不变；曲率数值变大本身不产生更快的统计速率。接下来先建立一般函数
类的局部分析方法，再回到这个均值问题，仅从 ERM 性质恢复 n−1/2 的参数精度。
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全局界：使用固定的波动高度

r

r2

εn

√
εn

r2 ≲ εn =⇒ r ≲ n−1/4

局部界：波动随误差半径缩小

r

r2

rεn

εn

r2 ≲ rεn =⇒ r ≲ n−1/2

图 3: 平方损失的曲率如何改变可证明的误差半径。这里 εn � n−1/2，省略固定置信度与常数。
红色曲线为风险代价，蓝色曲线为相应的随机波动界。全局分析把波动固定在整个参数区间的尺
度；局部分析保留其随 r 缩小的线性因子，因而能在更小的半径处排除错误候选。图中高度仅为
量级示意。

4.2 平方损失同时给出曲率和较小的方差

现在把均值问题扩展为随机设计回归。设 Zi = (Xi, Yi) 独立同分布，以 Ph = E[h(X,Y )]、
Pnh = n−1

∑n
i=1 h(Xi, Yi) 表示总体平均与经验平均。记

f∗(x) = E[Y | X = x], ξ = Y − f∗(X), g = f − f∗.

本小节假设 f∗ ∈ F，即真实回归函数属于候选类。对平方损失定义超额损失函数

Lf (X,Y ) = (Y − f(X))2 − (Y − f∗(X))2.

展开平方得到整个局部分析的起点：

Lf = g2 − 2ξg, PLf = Pg2 =: qf . (4.10)

第二个等号来自 E[ξ | X] = 0。这里 qf 是超额风险，而 Lf (X,Y ) 本身可以为负。

证明直觉 离真实函数的距离扩大一倍，确定性的代价 Pg2 扩大四倍。相应的噪声项对 g

是线性的，只扩大两倍。证明应保留这两个不同的缩放规律。若一开始就用整个函数类上的
统一绝对偏差替换它们，噪声会被固定成一个与距离无关的数，平方损失的曲率就没有参与
最后的比较。

命题 4.1 (超额损失的 Bernstein 方差条件)。 若 |Y | ≤ B，且每个 f ∈ F 都满足 |f(X)| ≤ B 几
乎处处，则 |f∗(X)| ≤ B，并且

Var(Lf ) ≤ PL2
f ≤ 16B2qf , |Lf − qf | ≤ 8B2. (4.11)

证明. 使用平方差分解比逐项展开四次方更直接：

Lf = (f − f∗)(f + f∗ − 2Y ), |Lf | ≤ 4B|f − f∗|.

平方后取期望，便有 PL2
f ≤ 16B2P (f − f∗)2。此外，两项平方损失都在 [0, 4B2] 内，所以

|Lf | ≤ 4B2。又因 0 ≤ qf ≤ 4B2，中心化后的绝对值不超过 8B2。

这个条件揭示了快速率的来源：风险越小，超额损失的方差也越小。通常称 Var(Lf ) ≤ CPLf

为 Bernstein 条件。它是模型的性质，与作为概率工具的 Bernstein 不等式是两个不同的概念。
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定理 4.2 (有限函数类的快速率)。在上述有界回归假设下，设 |F| =M <∞、f∗ ∈ F，并令

f̂ ∈ arg min
f∈F

Pn(Y − f(X))2.

对任意 δ ∈ (0, 1)，以至少 1− δ 的概率，

P (f̂ − f∗)2 ≤ 40B2 log(M/δ)

n
. (4.12)

证明直觉 考虑一个风险为 q 的候选函数。它若想在训练样本上胜过 f∗，就必须依靠一个
大小至少为 q 的负偏差。其方差只有 O(B2q)，因此这样的伪装概率是 exp{−cnq/B2}。让
这个概率小到足以同时排除 M 个候选函数，只需要 nq/B2 大于 logM。

证明. 固定一个 f ∈ F，且 qf > 0。把定理 3.7 用于独立中心化变量 qf − Lf (Zi)。由命题 4.1，
其方差至多为 16B2qf，绝对值至多为 8B2。于是

P{PnLf ≤ 0} ≤ exp
{
−

nq2f
2{16B2qf + (8B2)qf/3}

}
≤ exp

{
−
nqf
40B2

}
.

令 a = 40B2 log(M/δ)/n。对所有满足 qf > a 的候选函数取并集，得到

P{∃f ∈ F : qf > a, PnLf ≤ 0} ≤M exp
{
− na

40B2

}
= δ.

而经验风险最小化与 f∗ ∈ F 保证 PnLf̂
≤ 0。因此在上述坏事件之外，q

f̂
≤ a。

说明 4.3 (为什么这里是 n−1)。全局有界损失的 Hoeffding 分析通常给出 B2
√

log(M/δ)/n。这
里在风险为 q 的位置，波动的主要量级变成 B

√
q log(M/δ)/n。把它与确定性代价 q 比较，就得

到 q � B2 log(M/δ)/n。这一推理依赖方差条件与 f∗ ∈ F；对任意损失、任意模型失配情形，不
能直接沿用这个快速率。

4.3 固定设计：把随机误差写成一个线性过程

下面改用一个便于完整展示局部化技术的模型。设计点 x1, . . . , xn 固定，观测为

Yi = f∗(xi) + σZi, Zi
iid∼ N(0, 1), σ > 0. (4.13)

本模型不再假设响应 Yi 有界。仍假设 f∗ ∈ F，并令 f̂ 为平方损失的 ERM。写成函数值向量后，
误差集合为

V = {(f(xi)− f∗(xi))
n
i=1 : f ∈ F} ⊆ Rn.

假设 V 闭且关于原点星形：v ∈ V、a ∈ [0, 1] 蕴含 av ∈ V。闭性保证有限维最小二乘解存在，也
使下文的局部上确界可测。若 F 为凸集且包含 f∗，则星形条件自动成立。

记

〈u, v〉n =
1

n

n∑
i=1

uivi, ‖v‖2n =
1

n

n∑
i=1

v2i , v̂ = (f̂(xi)− f∗(xi))
n
i=1.

比较 f̂ 与 f∗ 的经验损失并展开平方，直接得到

‖v̂‖2n︸︷︷︸
二次代价

≤ 2σ〈Z, v̂〉n︸ ︷︷ ︸
线性噪声收益

. (4.14)

这称为最小二乘的基本不等式。它不涉及任何概率界，是 ERM 定义的确定性结果。
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引理 4.4 (一个球面就能排除所有远处的候选点)。 设 V 关于原点星形，v̂ ∈ V 满足基本不等
式 (4.14)。若某个 r > 0 满足

σ sup
v∈V:∥v∥n=r

|〈Z, v〉n| ≤
r2

4
, (4.15)

则 ‖v̂‖n ≤ r。若该球面与 V 无交点，结论同样成立。

证明直觉 局部化并不预先假设估计器已经接近真实函数。证明从一个远处的候选点出发，
把它缩回固定球面。只要这个球面上噪声收益已经小于二次代价，射线上更远的位置就更不
可能满足 ERM 的基本不等式。这是一个排除论证，因此没有循环推理。

证明. 假设 t = ‖v̂‖n > r。将这个候选点沿射线缩回球面：

u =
r

t
v̂ ∈ V , ‖u‖n = r.

星形条件保证缩放后仍然可行。线性噪声项满足

σ|〈Z, v̂〉n| =
t

r
σ|〈Z, u〉n| ≤

tr

4
.

基本不等式便要求 t2 ≤ tr/2，从而 t ≤ r/2，与 t > r 矛盾。如果球面没有可行点，星形性本身
就排除了半径大于 r 的可行点。

4.4 临界半径：复杂度与曲率在哪里相交

定义 4.5 (局部高斯复杂度)。 给定 r > 0，定义

Tr(Z) = sup
v∈V:∥v∥n≤r

|〈Z, v〉n|, wn(r) = EZTr(Z).

这里的期望只对标准高斯向量 Z 取。实际噪声过程的期望是 σwn(r)。

引理 4.6 (星形缩放控制复杂度的增长)。 对 0 < r ≤ s，有

wn(s)

s
≤ wn(r)

r
. (4.16)

证明. 对每个 v ∈ V ∩ {‖v‖n ≤ s}，星形性保证 (r/s)v ∈ V ∩ {‖v‖n ≤ r}。因此逐个 Z 都有
(r/s)Ts(Z) ≤ Tr(Z)。取期望即得结论。

引理 4.7 (高斯 Lipschitz集中)。若 Z ∼ N(0, In)，且H : Rn → R满足 |H(z)−H(z′)| ≤ L‖z−z′‖2，
其中 L > 0，则对任意 a > 0，

P{H(Z) ≥ EH(Z) + L
√
2a} ≤ e−a.

其完整证明见附录 B。
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定理 4.8 (临界半径控制固定设计预测误差)。 在模型 (4.13) 与上述闭性、星形假设下，取任意
确定的 r∗ > 0，使得

σwn(r∗) ≤
r2∗
8
. (4.17)

则对任意 δ ∈ (0, 1)，以至少 1− δ 的概率，

1

n

n∑
i=1

(f̂(xi)− f∗(xi))
2 ≤ r2∗ +

128σ2 log(1/δ)
n

. (4.18)

这里所有概率都只来自观测噪声。

证明. 第一步：固定半径的集中。对任意 z, z′ ∈ Rn，由 Cauchy 不等式，

|Tr(z)− Tr(z
′)| ≤ sup

∥v∥n≤r
|〈z − z′, v〉n| ≤

r√
n
‖z − z′‖2.

所以引理 4.7 给出

σTr(Z) ≤ σwn(r) + σr

√
2 log(1/δ)

n
(4.19)

的概率至少为 1− δ。

第二步：选一个确定的检验半径。令

r = max
{
r∗, 8σ

√
2 log(1/δ)

n

}
.

这个半径由设计、模型与置信度确定，不依赖已经实现的噪声。由引理 4.6 和临界半径条件，

σwn(r) ≤
r

r∗
σwn(r∗) ≤

rr∗
8

≤ r2

8
.

同时 σr
√
2 log(1/δ)/n ≤ r2/8。故在事件 (4.19) 上，σTr(Z) ≤ r2/4。

第三步：排除半径之外的 ERM。球内上确界控制了球面上确界，引理 4.4因此给出 ‖v̂‖n ≤ r。
最后利用 r2 ≤ r2∗ + 128σ2 log(1/δ)/n。

说明 4.9 (固定点到底是哪两个量相等)。 可以把满足 (4.17) 的较小半径称为临界半径。本定理
使用任意满足条件的半径，从而无须讨论下确界是否取得。这样的半径总是存在：Cauchy 不等
式给出 wn(r) ≤ rE‖Z‖2/

√
n ≤ r，所以 r = 8σ 已经可行。核心平衡是

平方误差r2 � 噪声强度σ ×局部复杂度wn(r).

半径 r 与风险 r2 不应混用；同样，wn(r) 的定义中没有包含 σ。

例 4.10 (线性子空间给出参数个数除以样本量)。若 V 是一个 p ≥ 1 维线性子空间，用 ΠV 表示
欧氏正交投影，则

Tr(Z) =
r√
n
‖ΠVZ‖2, wn(r) ≤ r

√
p

n
.

后一式由 Jensen 不等式和 E‖ΠVZ‖22 = p 得到。取 r∗ = 8σ
√
p/n，定理给出

‖v̂‖2n ≤ 64σ2p+ 128σ2 log(1/δ)
n

.

局部复杂度中的 r 与左边的 r2 平衡，自然恢复了最小二乘的 p/n 量级。p = 0 时可行误差只有
零向量，结论直接成立。
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4.5 回到均值估计：局部复杂度恢复正确速率

现在回到第 4.1 小节的同一个有界均值模型：Yi 独立同分布于 [−1, 1]，m = EY，参数集合为
[−1, 1]。这一遍从 ERM 的基本不等式出发完成证明。

先把局部复杂度真正算出来。参数误差 a = θ−m位于区间 Im = [−1−m, 1−m]。对半径 r > 0，
考虑常数误差函数的局部类

Gr = {ga : y 7→ a : a ∈ Im, |a| ≤ r}.

其经验 Rademacher 复杂度满足

R̂S(Gr) = Eε sup
a∈Im
|a|≤r

∣∣∣∣∣an∑
i

εi

∣∣∣∣∣ ≤ r

n
Eε

∣∣∣∣∣∑
i

εi

∣∣∣∣∣ ≤ r√
n
. (4.20)

局部复杂度随参数半径线性缩小，正好保留了开头全局分析丢掉的距离因子。

也可以直接计算超额损失的局部类 Lr = {La : a ∈ Im, |a| ≤ r}。由 La(Y ) = a2−2a(Y −m)，

R̂S(Lr) ≤
r2

n
Eε

∣∣∣∣∣∑
i

εi

∣∣∣∣∣+ 2r

n
Eε

∣∣∣∣∣∑
i

εi(Yi −m)

∣∣∣∣∣
≤ r2√

n
+

2r

n

√∑
i

(Yi −m)2 ≤ r2 + 4r√
n

. (4.21)

再对样本取期望，还可以用 τ2 = Var(Y ) 写成 Rn(Lr) ≤ (r2 + 2τr)/
√
n。不过，a2 是关于观测

的常数，在实际经验过程 (P −Pn)La 中完全消失。若直接中心化，La −PLa = −2a(Y −m)，同
一计算给出

Rn({La − PLa : a ∈ Im, |a| ≤ r}) ≤ 2τr√
n
, τ ≤ 1.

因此，本例能比一般的对称化界更直接地控制局部波动。

命题 4.11 (从局部波动恢复均值估计的速率)。 对任意 δ ∈ (0, 1)，令 an(δ) 如式 (4.5)。以至少
1− δ 的概率，平方损失的 ERM 满足

|θ̂ −m| ≤ 2an(δ), R(θ̂)−R(m) ≤ 4an(δ)
2 =

8 log(2/δ)
n

. (4.22)

证明直觉 只需控制一次均值噪声。同一个噪声事件就控制所有参数 a、所有半径 r 的局部
波动。然后把 ERM 的实际误差代入这个已经同时成立的不等式，让二次代价与线性噪声收
益直接比较。这样既保留了局部复杂度的缩放，也避免了先假设估计器已在某个小球里的循
环推理。

证明. 由 Hoeffding 不等式，事件

Eδ = {|Y −m| ≤ an(δ)}

的概率至少为 1− δ。由式 (4.8)，对每个 a ∈ Im 都有精确恒等式

(P − Pn)La = 2a(Y −m).
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所以在同一个事件 Eδ 上，同时对所有 a 与所有 r > 0，

|(P − Pn)La| ≤ 2|a|an(δ), sup
a∈Im
|a|≤r

|(P − Pn)La| ≤ 2ran(δ). (4.23)

这不是把随机半径代入只对固定半径成立的概率界；一个事件已经同时控制了全部半径。

记 â = θ̂ −m。由于 m 是可行参数，ERM 性质给出 PnLâ ≤ 0。因此在 Eδ 上，

â2 = PLâ = PnLâ + (P − Pn)Lâ ≤ 2|â|an(δ).

若 â = 0，结论直接成立；否则除以 |â|，得到 |â| ≤ 2an(δ)。平方即得风险界。

这个证明只用了局部波动与 ERM 性质。所得参数界与显式解 (4.6) 相差常数 2，关于 n 的
速率已经完全匹配。用参数半径 r 与风险尺度 q = r2 写出平衡，便是

r2 � r√
n

=⇒ r � n−1/2, q �
√
q

√
n

=⇒ q � n−1.

这里仍省略固定置信度下的常数。全局分析、显式求解与局部分析始终研究同一个估计器；局部
分析恢复的是这个估计器原本就具有的精度。

直接代入高斯临界半径定理。作为对一般定理的单独核对，这一段改用 Yi = m + σZi、Zi
iid∼

N(0, 1)、σ > 0，并令参数集合为 R。此处采用高斯噪声模型，不使用前面有界响应的假设。误
差向量集合为 V = {a1 : a ∈ R}，它是闭线性子空间。由 n−1

∑
i Zi ∼ N(0, 1/n)，

wn(r) = rE

∣∣∣∣∣ 1n∑
i

Zi

∣∣∣∣∣ = r

√
2

πn
.

取 r∗ = 8σ
√
2/(πn)，恰好满足 σwn(r∗) = r2∗/8。定理 4.8 因而给出

(θ̂ −m)2 ≤ 128σ2

n

{
1

π
+ log(1/δ)

}
的概率至少为 1− δ。这正是一般临界半径理论在一个常数方向上的完整实例。

5 非参统计：把附近的数据平均起来

前面的复杂度分析问：一个函数类能在多大程度上追随随机噪声？现在把问题落实到一个具体
算法。若附近的输入有相近的回归函数值，就可以用附近的观测回答当前位置的问题。于是需要
决定：附近究竟有多近，附近究竟有多少数据？本节对应原课程第三讲的局部平均与核平滑内容
[4]，下面给出包含随机分母和边界的完整证明。

5.1 局部平均的两个尺度

设训练样本 (Xi, Yi)
n
i=1 独立同分布，且

Yi = f∗(Xi) + ξi, E[ξi | Xi] = 0, E[ξ2i | Xi] ≤ σ2. (5.1)

这里的条件零均值很关键：它说明在每一个输入位置，噪声平均以后都不会留下系统误差。单有
Eξi = 0 不能保证这一点。
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为看清证明，先取最简单的方盒核。对 x ∈ [0, 1]d 和带宽 0 < h ≤ 1，定义

Ah(x) = {z ∈ [0, 1]d : ‖z − x‖∞ ≤ h}, Nh(x) =
n∑

i=1

1{Xi ∈ Ah(x)}.

局部平均估计量为

f̂h(x) =


1

Nh(x)

∑
i:Xi∈Ah(x)

Yi, Nh(x) > 0,

0, Nh(x) = 0.

(5.2)

最后一行使算法在每个样本上都有定义。它产生的误差将单独由空邻域概率控制。

证明直觉 固定训练输入以后，算法做的事情只剩下平均。如果平均了 N 个条件独立的噪
声，方差至多为 σ2/N。但参与平均的函数值来自距离 x 至多为 h 的位置，它们与 f∗(x) 之
间有平滑性误差。因此证明应当先固定输入，分别处理函数变化和噪声，再对输入的随机性
取期望。

5.2 随机分母的一个小技巧

引理 5.1 (二项计数的倒数)。 若 N ∼ Bin(n, p)，其中 p > 0，则

E
[

1{N > 0}
N ∨ 1

]
≤ 2

(n+ 1)p
, P(N = 0) = (1− p)n ≤ e−np.

证明直觉 这里不需要证明 N 在每个样本上都接近 np。我们真正要控制的是倒数的期望，
所以直接寻找适合倒数的恒等式。证明中需要哪个随机量，就针对哪个随机量设计工具，通
常比先证明一个更强的集中事件更短。

证明. 不能直接把 E(1/N) 换成 1/EN，而且 N 可能等于零。对整数 k ≥ 1，用

1

k
≤ 2

k + 1

把分母平移一格。这个平移的好处是二项式系数恰好可以求和：

E
1

N + 1
=

n∑
k=0

1

k + 1

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
1

(n+ 1)p

n∑
k=0

(
n+ 1

k + 1

)
pk+1(1− p)n−k

=
1− (1− p)n+1

(n+ 1)p
≤ 1

(n+ 1)p
.

因此第一式成立。第二式由 1− p ≤ e−p 得到。
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5.3 核平滑的完整误差界

定理 5.2 (方盒核的偏差与方差)。 在模型 (5.1) 下，假设 X 的分布在 [0, 1]d 上有密度 q，且
q(x) ≥ q0 > 0 几乎处处成立。设 0 < β ≤ 1，并且

|f∗(x)− f∗(z)| ≤ L ‖x− z‖β∞ , sup
x

|f∗(x)| ≤M.

对每一个 x ∈ [0, 1]d，记 ph(x) = P{X ∈ Ah(x)}。则

E
[
(f̂h(x)− f∗(x))2

]
≤ L2h2β +

2σ2

(n+ 1)ph(x)
+M2e−nph(x). (5.3)

特别地，ph(x) ≥ q0h
d，所以

E
∥∥∥f̂h − f∗

∥∥∥2
L2(PX)

≤ L2h2β +
2σ2

(n+ 1)q0hd
+M2e−nq0hd

. (5.4)

上式中的期望对整个训练样本取，L2(PX) 积分对应独立的新输入。

证明. 第一步：固定输入，分开函数变化与噪声。固定 x，并条件于 X1:n = (X1, . . . , Xn)。在事
件 Nh(x) > 0 上写成

f̂h(x)− f∗(x) =
1

Nh(x)

∑
i:Xi∈Ah(x)

[f∗(Xi)− f∗(x)]

︸ ︷︷ ︸
bh(x;X1:n)

+
1

Nh(x)

∑
i:Xi∈Ah(x)

ξi︸ ︷︷ ︸
ηh(x)

.

第一项在固定输入后是确定量，而且

|bh(x;X1:n)| ≤ Lhβ .

样本对的独立性使噪声在条件于全部输入后仍独立。由条件零均值，交叉项的条件期望为零，并
且

E[ηh(x)2 | X1:n] =
1

Nh(x)2

∑
i:Xi∈Ah(x)

E[ξ2i | Xi] ≤
σ2

Nh(x)
.

这一步直接解释了平方偏差和方差分别来自哪里。

第二步：把空邻域也放回去。在 Nh(x) = 0 时，算法输出零，平方误差就是 f∗(x)2。因此

E[(f̂h(x)− f∗(x))2] ≤ L2h2β + σ2E
[

1{Nh(x) > 0}
Nh(x) ∨ 1

]
+M2P{Nh(x) = 0}.

现在 Nh(x) ∼ Bin(n, ph(x))，应用引理 5.1 即得 (5.3)。

第三步：检查边界，再积分。即使 x位于立方体的边界，每个坐标方向上 [xj−h, xj+h]∩ [0, 1]

的长度仍至少为 h，故

ph(x) =

∫
Ah(x)

q(z) dz ≥ q0 vol(Ah(x)) ≥ q0h
d.

将它代入逐点界，再对 x ∼ PX 积分，由非负函数的积分交换定理得到 (5.4)。
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说明 5.3。证明中的 L2h2β 控制的是非空邻域上的条件平滑偏差。随机设计带来的波动已经包
含在这个逐样本有效的控制中；空邻域造成的误差另列一项。这样就无需把随机分母错误地当成
确定数，也无需把全部随机性都归入观测噪声。

推论 5.4 (带宽选择与维数灾难)。在定理 5.2 的条件下，取

h = n−1/(2β+d),

则存在仅依赖于 L,M, q0, σ, β, d 的常数 C，使

E
∥∥∥f̂h − f∗

∥∥∥2
L2(PX)

≤ Cn−2β/(2β+d).

证明直觉 带宽 h 把空间分成大约 h−d 个可分辨区域，每个区域平均获得约 nhd 个样本。
因此方差可写成

1

nhd
=
可分辨区域数
总样本数

.

这与有限维回归的维数除以样本数是同一种计数。平滑性则决定每个区域用常数近似要付多
少偏差。若用 m � h−d 表示模型分辨率，同一个平衡变成

m−2β/d︸ ︷︷ ︸
平方逼近误差

+ m/n︸︷︷︸
统计误差

.

维数同时出现在逼近的困难和获得足够邻居的困难之中。

证明. 两个主要误差项为 h2β 和 1/(nhd)。令它们同阶，得到 h2β+d = 1/n。此时 nhd = n2β/(2β+d)，
空邻域项指数衰减，也被所述多项式界控制。

这里的 n−2β/(2β+d) 是平方误差的速率，均方根误差是 n−β/(2β+d)。因而达到均方根精度 ε

的充分样本量阶为 ε−(2+d/β)。本节证明的是具体估计量的上界；要把它称为极小极大最优速率，
还需要对给定噪声模型和函数类证明匹配下界。

5.4 一般核与更高阶平滑性

一般的局部平均把硬截断换成权重。给定非负平滑核 K，可写

wi(x) =
K((x−Xi)/h)∑n
j=1 K((x−Xj)/h)

, f̂h(x) =
n∑

i=1

wi(x)Yi,

其中分母为零时仍需约定输出。若权重非负、总和为一，且仅使用距离 x 至多为 h 的输入，条件
偏差仍至多为 Lhβ。条件噪声方差则满足

Var(f̂h(x) | X1:n) ≤ σ2
n∑

i=1

wi(x)
2.

所以 1/
∑

iwi(x)
2 可以看作加权平均的有效样本量。方盒核的有效样本量恰好是邻居数。

说明 5.5 (为什么高阶光滑性需要高阶算法)。 本节的完整定理只假设 0 < β ≤ 1。对通常意义下
β > 1 的 Hölder 类，函数可以有非零一阶导数，不能继续假设 |f(x)− f(z)| ≤ L ‖x− z‖β；这样
的差值条件在连通区域上会迫使函数为常数。
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利用高阶光滑性时，应在邻域内拟合局部多项式，并通过矩条件消除低阶 Taylor 项。边界
附近邻域不对称，也需要相应处理。一个非负核平均不会仅因真函数更加光滑就自动获得 hβ 偏
差。高阶方法可以延续相同的偏差与方差平衡，但这是需要另行证明的结论。

6 RKHS：从岭回归的对偶到函数空间几何

核平滑告诉我们：可以把新位置的预测写成观测标签的加权平均。下一步自然要问，权重除了依
赖输入距离，还能否由一组更适合任务的特征来决定？当特征很多，甚至有无限多个时，是否仍
然能计算、仍然能控制学习的复杂度？

原课程第一份 RKHS 笔记的前 3 页先从非线性特征讲到岭回归的对偶与预测，第 4 页再把
数据点解释为取值泛函；第二份笔记第 2 至 3 页则从导数能量反向推导核的 Green 函数解释
[10, 11]。本节按这个动机顺序组织。我们先得到一个有用的算法，再问应当用什么函数空间解释
和推广它。

本节先回答三个问题。怎样让线性模型表达非线性关系？怎样在不展开全部特征的情况下
计算预测？怎样把“参数范数小”改写成只涉及函数本身的约束？
RKHS 的定义将从这三个问题中自然出现。课堂上可以抓住 (6.3)、(6.4) 和表示定理的正交
分解；完整的核空间构造与 Green 函数推导可留作课后细读。

6.1 先有非线性问题，再选择线性特征

假设二维分类问题的边界是一条以原点为圆心、半径为 ρ 的圆：圆内为正类，圆外为负类。直接
用 w⊤x+ b 无法表达这条边界，但令

ϕ(x) = (x1, x2, x
2
1 + x22),

边界就变成特征空间中的一个平面 ϕ3(x) = ρ2。这里“线性”指模型对参数线性，输入可以先经
过非线性变换。回归同样如此：取 ϕ(x) = (1, x, x2)，模型 w⊤ϕ(x) 就是二次多项式。

这种方法保留了线性回归的计算结构，但出现了一个新问题：更丰富的特征意味着更长的参
数向量。如果我们希望同时使用很多阶的多项式，甚至无限多个特征，逐个存储和更新参数就不
方便了。

证明直觉 训练与预测真正需要的，可能只是特征之间的内积。先在有限维情形把这个事实
推导出来，再让特征空间变成无限维，就能看清楚核方法解决的具体问题。

6.2 重访岭回归：为什么只需要特征之间的内积

设 ϕ(x) ∈ Rp，用 Φ ∈ Rn×p 表示特征矩阵，第 i 行为 ϕ(xi)
⊤。考虑

ŵ = argmin
w∈Rp

{
1

2n
‖Φw − y‖22 +

λ

2
‖w‖22

}
, λ > 0. (6.1)

两个 1/2 只为简化求导，最小化解与本讲后面的平方损失约定相同。参数空间中的正规方程给出

ŵ = (Φ⊤Φ+ nλIp)
−1Φ⊤y.

这是一个 p 维线性系统。下面换到由 n 个训练样本索引的坐标。
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命题 6.1 (岭回归的对偶表示与核预测)。 令

k(x, z) = 〈ϕ(x), ϕ(z)〉 , K = ΦΦ⊤, kX(x) = (k(x1, x), . . . , k(xn, x))
⊤.

则
a = (K + nλIn)

−1y, ŵ = Φ⊤a, (6.2)

并且对任意新输入 x，
f̂λ(x) = 〈ŵ, ϕ(x)〉 = kX(x)⊤(K + nλIn)

−1y. (6.3)

因而只要能计算 k(x, z)，就能计算训练矩阵和全部预测值。

证明直觉 把拟合值 z = Φw 单独作为变量。这样，损失只看 z，正则项只看 w，两者通过
约束相连。约束的每一个乘子对应一个训练样本；对 w 求导后，最优参数自动落在这些样
本特征的线性张成中。对偶表示因此是从最优性条件推出来的。

证明. 将 (6.1) 写成带约束问题

min
w,z

{
1

2n
‖z − y‖22 +

λ

2
‖w‖22

}
使得 z = Φw.

为了让后面的系数直接对应核展开，采用缩放后的 Lagrange 乘子 λa：

L(w, z, a) = 1

2n
‖z − y‖22 +

λ

2
‖w‖22 + λa⊤(z − Φw).

对两个原变量求导，得到

∇wL = λw − λΦ⊤a = 0, ∇zL =
z − y

n
+ λa = 0.

因此 w = Φ⊤a、z = y − nλa。代回约束 z = Φw，得到

(K + nλIn)a = y.

由于 K � 0 且 λ > 0，这个系统有唯一解。得到的 (w, z) 可行且满足全部驻点条件；目标严格
凸，故它给出唯一最小化解。最后

f̂λ(x) =

〈
n∑

i=1

aiϕ(xi), ϕ(x)

〉
=

n∑
i=1

aik(xi, x),

即为 (6.3)。消去 w, z 后，对偶目标本身也可以写成

max
a∈Rn

{
λa⊤y − λ

2
a⊤Ka− nλ2

2
‖a‖22

}
,

其一阶条件正是上面的线性系统。

驻点关系还说明 ai = (Yi − f̂λ(xi))/(nλ)：每个样本的系数就是经过缩放的拟合残差，残差
通过该样本的特征方向影响预测。

为什么这一步重要？参数坐标中的矩阵是 p × p，样本坐标中的矩阵是 n × n。例如对 ϕ(x) =

(1, x, x2)，核为 k(x, z) = 1 + xz + x2z2。只要内积能够直接计算，预测公式里就不需要显式恢复
全部参数。后面的 Gaussian 核将展示同一件事如何容纳无限多个特征。当然，n 很大时，存储
和求解核矩阵本身仍有计算成本。
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与上一节核平滑的联系。令 ωλ(x) = (K + nλIn)
−1kX(x)，则

f̂λ(x) =
n∑

i=1

ωλ,i(x)Yi.

在核、输入和 λ 固定时，估计仍然对标签 y 线性；它对 x 可以高度非线性。与局部平均相比，这
组权重由全部训练点之间的特征几何共同决定，一般可以有负值，也不必和为一。

6.3 从特征空间到函数空间：再生性质从哪里来

现在允许 ϕ(x) 取值于一个可能无限维的实 Hilbert 空间 G，仍写

fw(x) = 〈w, ϕ(x)〉G , k(x, z) = 〈ϕ(x), ϕ(z)〉G .

参数范数 ‖w‖G 很自然，但我们希望给出函数本身的复杂度。这里须先处理一个细节：不同参数
可能表示同一个函数。

令
G0 = span{ϕ(x) : x ∈ X}.

若 w = w0 + w⊥ 是相对于 G0 的正交分解，则 fw = fw0，且 ‖w0‖ ≤ ‖w‖。所以我们总可以只保
留 G0 中的参数。在这个子空间上，w 7→ fw 是单射：如果 fw(x) = 0 对所有 x 成立，则 w 与一
个稠密生成集合正交，只能是零。

于是可以定义
H = {fw : w ∈ G0}, 〈fw, fv〉H = 〈w, v〉G .

这个定义把 G0 的内积与完备性等距搬到函数空间上。它也解释了函数范数的含义：

‖f‖H = min{‖w‖G : fw = f}.

接下来观察：ϕ(x) 本身也是 G0 中的一个参数，它表示的函数正是

fϕ(x)(z) = 〈ϕ(x), ϕ(z)〉G = k(x, z).

将这个函数记为 kx = k(x, ·)。由搬过来的内积，立即得到

〈fw, kx〉H = 〈w, ϕ(x)〉G = fw(x). (6.4)

证明直觉 再生性质就是“用特征做预测”在函数坐标中的写法。原先输入 x 对应参数空间
中的向量 ϕ(x)；现在它对应函数空间中的向量 kx。与这个向量取内积，就读取函数在 x 的
值。训练数据因此指定了函数空间中的一组可观察方向。

6.4 为什么要要求点值连续，核又能否任意选择

学习算法要在训练点读取 f(xi)，而复杂度约束控制的是函数范数。两者必须相容：范数很小的
扰动，在固定输入处也应当很小。Hilbert 结构本身并不保证这一点。

例如取内部点 x ∈ (0, 1)，令

gh(t) = max{1− |t− x| /h, 0}, 0 < h < min{x, 1− x}.
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这是越来越窄的连续尖峰，满足

gh(x) = 1, ‖gh‖2L2[0,1] =
2h

3
−→ 0.

所以即使先只考虑连续函数，L2 范数也不能连续控制取值；在完整 L2 等价类上，单点取值更没
有唯一含义。选择 RKHS，就是让我们用来约束复杂度的范数能够控制学习实际读取的量。

另一方面，如果 k(x, z) 真的是特征内积，那么任意 c ∈ Rm 都必须满足

m∑
i,j=1

cicjk(xi, xj) =

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ciϕ(xi)

∥∥∥∥∥
2

G

≥ 0.

核的半正定性由内积几何强制给出。我们现在可以把这两个观察写成定义。

6.5 为什么一个核能够定义一个函数空间

定义 6.2 (正定核与再生核 Hilbert 空间)。实值对称函数 k : X ×X → R 称为正定核，如果对任
意有限点集 x1, . . . , xm 和 a ∈ Rm，

m∑
i,j=1

aiajk(xi, xj) ≥ 0.

这里允许等号成立，即 Gram 矩阵只需半正定。一个由 X 上实值函数构成的 Hilbert 空间 H 称
为再生核 Hilbert 空间，简称 RKHS，如果每个取值映射 f 7→ f(x) 都是连续线性泛函。其表示
元记为 kx，满足

f(x) = 〈f, kx〉H , k(x, z) = 〈kx, kz〉H .

对抽象定义中的连续取值泛函，Riesz 表示定理保证唯一的 kx 存在；上面的特征模型则把它
直接构造了出来。更进一步，即使最初只给出一个半正定核，也能恢复整套函数空间几何。

这里的“连续”指 f 7→ f(x) 相对于函数空间范数连续。若还希望函数值随输入 x 连续变化，
则要再结合核关于输入的正则性；这是两个不同层面的性质。

命题 C.1 证明，半正定性也足以保证对应的 RKHS 存在。它的自然特征就是核截面 x 7→ kx，
并满足

‖kx‖2H = k(x, x), |f(x)| ≤ ‖f‖H
√
k(x, x).

若 supx k(x, x) ≤ κ2，便有 ‖f‖∞ ≤ κ ‖f‖H。从有限核组合、消去零范数表示到完备化的严格构
造放在附录 C；下面继续看这套几何怎样指导模型设计。

6.6 三个可以直接算清楚的例子

例 6.3 (线性核)。在 X = Rp 上取 k(x, z) = x⊤z。其 RKHS 是所有线性函数 fw(x) = w⊤x，内
积为 〈fw, fv〉H = w⊤v。因此核方法包含普通的欧氏几何，并没有改变岭回归的基本原理。

例 6.4 (Gaussian 核与无限维特征)。 给定 a > 0，令

k(x, z) = exp
(
−
‖x− z‖22

2a2

)
.

对多重指标 α = (α1, . . . , αd)，定义

ϕα(x) = e−∥x∥22/(2a2) xα

a|α|
√
α!
.
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指数函数的幂级数给出

k(x, z) =
∑

α∈{0,1,2,...}d
ϕα(x)ϕα(z),

∑
α

ϕα(x)
2 = 1.

所以这确实是 ℓ2 特征的内积，正定性随之成立。算法可以直接计算核值，从而使用这些无限多
个特征，而不必逐个存储它们。

例 6.5 (从导数能量反向推导 Brownian 核)。现在从一个统计建模要求出发：希望拟合曲线不要
无代价地剧烈振荡，因此用导数能量作为复杂度约束。考虑

H = {f : [0, 1] → R : f 绝对连续, f(0) = 0, f ′ ∈ L2[0, 1]}, 〈f, g〉H =

∫ 1

0
f ′(t)g′(t) dt.

条件 f(0) = 0 使导数能量成为范数：常数函数不会留下非零的零范数元素。映射 v 7→ [x 7→∫ x
0 v(t) dt] 将 L2[0, 1] 等距映到 H，所以空间完备。

先问核应该满足什么，再把它求出来。对固定的 x，我们希望找到 kx ∈ H，使∫ 1

0
f ′(t)k′x(t) dt = f(x) =

∫ x

0
f ′(t) dt 对所有f ∈ H 成立.

f ′ 可以是任意 L2 函数，因此唯一可能的导数是 k′x(t) = 1{t < x}，几乎处处成立。再用 kx(0) = 0

积分，便得到

kx(t) =

∫ t

0
1{u < x} du = min{x, t}, k(x, z) = min{x, z}. (6.5)

所以这个核是从我们想使用的正则项推导出来的。代回上式，同时完成了再生性质的证明。进一
步，

|f(x)− f(z)| ≤
(∫ x∨z

x∧z

∣∣f ′(t)∣∣2 dt)1/2√
|x− z| ≤ ‖f‖H

√
|x− z|.

范数约束在这里直接控制了函数的振荡。这个例子把函数分析中的导数正则性与统计中的复杂度
约束联系起来。

t
0 x 1

kx(t) = min{x, t}

t

1

0 x 1

k′x(t) = 1{t < x}

图 4: 导数能量下的取值方向。与 k′x 取 L2 内积，只累计 [0, x] 上的导数，恰好还原 f(x)。折点
处导数的具体赋值不影响积分。

说明 6.6 (为什么原课把核称为 Green 函数)。 再生关系在这里就是弱方程∫ 1

0
k′x(t)v

′(t) dt = v(x), v ∈ H.

当 0 < x < 1 时，它对应于

−k′′x = δx, kx(0) = 0, k′x(1) = 0.
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第二个导数在分布意义下理解：k′x 在 x 处从 1 跳到 0，于是 −k′′x 是单位点源。δx 表示取值泛函，
不能当成一个 L2 函数。右端的自然边界条件则使分部积分的边界项消失。

这给出另一条选择核的路线：先规定正则化能量，再寻找能量对应算子对一个点源的响应。
以 A � 0 时的离散二次能量 f⊤Af 类比，读取第 i 个分量的表示元满足 Aki = ei；连续情形中，
A−1ei 就变成相应的 Green 函数。

边界条件属于模型的一部分。上述弱方程对 x ∈ [0, 1] 都成立，而写出的齐次右端条件只针
对内部点。当 x = 1 时 k1(t) = t，取值来自右端通量。若把函数空间改为两端都取零，则核相应
变为 min{x, z} − xz。

说明 6.7 (平滑性为什么要与维数一起考虑)。 原课从 Green 函数的奇性引出高维中的平滑性要
求。一个可以直接验证的版本是在周期区域 Td 上，给三角多项式定义 Sobolev 范数

‖f‖2Hs =
∑
m∈Zd

(1 + 4π2 ‖m‖22)
s
∣∣∣f̂(m)

∣∣∣2 .
对 Fourier 展开应用 Cauchy 与 Schwarz 不等式，得到

|f(x)| ≤ ‖f‖Hs

 ∑
m∈Zd

(1 + 4π2 ‖m‖22)
−s

1/2

.

频率壳层 2j ≤ ‖m‖2 < 2j+1 中有数量级为 2jd 的格点，每项权重的数量级为 2−2js，所以这一层
的贡献为 2j(d−2s)。方括号中的级数恰在 s > d/2 时收敛，此时完备化有连续的点值泛函。反过
来，固定 x，令 am = (1+ 4π2 ‖m‖22)−s，并取 fN (t) =

∑
∥m∥2≤N ame

2πim·(t−x)。对称的频率配对
使 fN 实值，且

|fN (x)|
‖fN‖Hs

=

 ∑
∥m∥2≤N

am

1/2

−→ ∞ 当s ≤ d/2.

这说明临界情形一般也不能控制点值。维数提高后，同一频率尺度内存在更多方向，需要更强的
高频惩罚才能把它们的贡献加起来。这里讨论的是这族 Sobolev 空间的阈值，并非所有 RKHS
都必须由经典导数阶数来刻画。

6.7 表示定理：训练数据只看得到有限个方向

定理 6.8 (表示定理)。 固定训练输入 x1, . . . , xn。考虑

J(f) = Ψ(f(x1), . . . , f(xn)) + Ω(‖f‖H), f ∈ H,

其中 Ω非递减。记 S = span{kx1 , . . . , kxn}。对每个 f ∈ H，其正交投影 fS 都满足 J(fS) ≤ J(f)。
因此，若最小值存在，就有一个最小化解形如

f̂(·) =
n∑

i=1

αik(xi, ·).

若 Ω 严格递增，则每个最小化解都在 S 中。
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证明直觉 训练数据只能通过 f(xi) 观察函数。与所有 kxi 正交的方向对数据完全不可见，
却仍消耗函数范数。最优解自然舍去这些方向。无限维问题之所以化为有限维问题，原因就
在这个可见与不可见的正交分解。

证明. 有限维子空间 S 是闭的，将任意函数正交分解成 f = fS + f⊥。因为 kxi ∈ S，再生性质给
出

f⊥(xi) = 〈f⊥, kxi〉H = 0.

于是 f 与 fS 在全部训练点取值相同，损失 Ψ 完全相同。另一方面，勾股定理给出

‖f‖2H = ‖fS‖2H + ‖f⊥‖2H .

删除 f⊥ 不会增大正则项；若 Ω 严格递增且 f⊥ 6= 0，正则项还会严格减小。

6.8 核岭回归：一个矩阵求解与一组谱收缩

核岭回归取平方损失和二次正则项：

f̂λ = argmin
f∈H

{
1

n

n∑
i=1

(Yi − f(xi))
2 + λ ‖f‖2H

}
, λ > 0. (6.6)

令 Kij = k(xi, xj)，y = (Y1, . . . , Yn)
⊤。表示定理将目标变为

1

n
‖y −Kα‖22 + λα⊤Kα.

取

αλ = (K + nλI)−1y, f̂λ(x) =
n∑

i=1

αλ,ik(xi, x). (6.7)

这个系数满足 (K + nλI)αλ = y，代入即验证目标的一阶条件。原函数目标由 λ ‖f‖2H 保证严格
凸，因此所得函数是唯一最小化解。即使 K 奇异，K + nλI 也正定可逆；此时同一个函数的系
数表示可以不唯一，式 (6.7) 给出其中一个确定选择。

记 K/n 的特征分解为

K

n
= U diag(µ̂1, . . . , µ̂n)U⊤, µ̂j ≥ 0.

训练点上的拟合向量为

m̂ = Sλy, Sλ = K(K + nλI)−1 = U diag
(

µ̂j
µ̂j + λ

)
U⊤. (6.8)

因此 λ 规定了保留数据方向的尺度：当 µ̂j � λ 时，方向 j 几乎完整保留；当 µ̂j � λ 时，该方
向被强烈压缩。核值编码的几何信息，就这样进入了学习算法。
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6.9 固定设计下的精确偏差方差分解

下面条件于训练输入，把它们记为确定点 x1, . . . , xn。令 m∗ = (f∗(x1), . . . , f
∗(xn))

⊤，并写
y = m∗ + ξ。假设 Eξ = 0、Cov(ξ) = Σ � σ2I。例如，条件独立且条件方差至多为 σ2 的噪声满
足此条件。

定理 6.9 (核岭回归的经验预测误差)。 对任意真均值向量 m∗，均有精确分解

1

n
Eξ ‖m̂−m∗‖22 =

1

n
‖(I − Sλ)m

∗‖22 +
1

n
tr(SλΣSλ). (6.9)

若进一步 f∗ ∈ H 且 ‖f∗‖H ≤ R，则

Eξ

∥∥∥f̂λ − f∗
∥∥∥2
n
≤ λR2

4
+
σ2

n

n∑
j=1

(
µ̂j

µ̂j + λ

)2

(6.10)

≤ λR2

4
+
σ2

n
D̂(λ), D̂(λ) =

n∑
j=1

µ̂j
µ̂j + λ

. (6.11)

这里 ‖g‖2n = n−1
∑

i g(xi)
2。当 Σ = σ2I 时，(6.10) 中的方差项为精确等式。

证明直觉 一个小特征值方向会被正则化强烈压缩，但 RKHS 球也只允许真函数在这个方
向上携带少量信号，见椭球约束 (6.12)。偏差因此可控。另一方面，大特征值方向保留得多，
也就保留了更多噪声。有效维数 D̂(λ) 将每个方向按保留程度计数，取代了粗略的参数个数。

带宽 h 控制空间中的分辨率，正则化 λ 控制核谱中的分辨率。两者都通过压缩难以可
靠估计的细节来降低方差，并通过平滑性或范数约束保证所损失的信号不大。

证明. 第一步：线性平滑器直接给出分解。由 (6.8)，

m̂−m∗ = (Sλ − I)m∗ + Sλξ.

平方后对噪声取期望，交叉项因 Eξ = 0 消失，随机项的平方范数期望等于 tr(SλΣSλ)。这证明
了 (6.9)。由协方差上界，

tr(SλΣSλ) ≤ σ2 tr(S2
λ) = σ2

∑
j

(
µ̂j

µ̂j + λ

)2

.

第二步：函数范数限制每个谱方向的信号能量。令 m̃j = (U⊤m∗)j。对每个 µ̂j > 0，定义

ej =
1√
nµ̂j

n∑
i=1

Uijkxi ∈ H.

由 U⊤KU = n diag(µ̂j)，这些 ej 两两正交且范数为一，同时

〈f∗, ej〉H =
m̃j√
nµ̂j

.

投影的勾股定理于是给出 ∑
j:µ̂j>0

m̃2
j

nµ̂j
≤ ‖f∗‖2H ≤ R2. (6.12)
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若 µ̂j = 0，对应的核截面组合范数为零，再生性质说明 m̃j = 0，所以无需对零特征值作除法。

第三步：只需一个一元不等式。在谱坐标中，平方偏差为

1

n
‖(I − Sλ)m

∗‖22 =
∑

j:µ̂j>0

λ2µ̂j
(µ̂j + λ)2

m̃2
j

nµ̂j

≤ λ

4

∑
j:µ̂j>0

m̃2
j

nµ̂j
≤ λR2

4
.

这里用了 λ2µ/(µ+λ)2 ≤ λ/4，等价于 (µ−λ)2 ≥ 0。合并偏差与方差，再用 0 ≤ s ≤ 1 ⇒ s2 ≤ s，
即得 (6.11)。

说明 6.10 (经验预测与新样本预测)。 定理 6.9 控制的是固定训练输入上的真回归函数误差，不
是对带噪声标签的训练损失，也不是独立新输入上的总体误差。随机设计下，K/n 和 D̂(λ) 都依
赖于训练输入。把这个界转移为 L2(PX) 风险，需要额外比较经验几何与总体几何。不能直接把
经验特征值换成总体积分算子的特征值，而不证明这一步。

6.10 从全局复杂度到局部谱信息

最后把 RKHS 与前面的泛化工具接起来。对半径为 R 的球 FR = {f ∈ H : ‖f‖H ≤ R}，固定样
本上的 Rademacher 复杂度满足

R̂S(FR) =
R

n
Eε

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

εikxi

∥∥∥∥∥
H

≤ R

n

√√√√Eε

∥∥∥∥∥
n∑

i=1

εikxi

∥∥∥∥∥
2

H

=
R

n

√√√√ n∑
i=1

k(xi, xi).

第一步是 Hilbert 空间中的对偶范数；第二步是 Cauchy 与 Schwarz 不等式；最后利用独立随机
符号消去全部交叉项。如果 k(x, x) ≤ κ2，就得到

R̂S(FR) ≤
Rκ√
n
.

无限维并不自动意味着复杂度无穷大：这里起作用的是范数预算与核对角线。不过，R 和核的选
择本身可能依赖维数，因此不能据此宣布所有高维问题都没有维数灾难。

这个全局界只使用
∑

i k(xi, xi)，没有区分各个谱方向。定理 6.9 中的有效维数，以及第 4 节
的局部复杂度，保留了更多谱信息。局部分析再加上一个条件：函数差已经接近真函数。RKHS
范数球与这个小的预测误差球相交，便形成截断椭球；它的宽度由

∑
j min{r2, R2µ̂j} 控制，具

体证明见命题 7.1。这说明泛化工具、非参平滑和核方法可以围绕同一个问题组织：在当前误差
尺度下，还有多少可以被噪声扰动的方向？

例 6.11 (Brownian 核给出分段线性估计)。将例 6.5 代入表示定理，核岭回归解为

f̂λ(x) =

n∑
i=1

αλ,i min{xi, x}.

它在相邻训练输入之间是线性的，在训练输入处可以改变斜率；f̂λ(0) = 0，在最大训练输入右侧
为常数。正则项则是 λ

∫ 1
0 |f ′(t)|2 dt。所以一个无限维的导数能量最小化问题，最终得到由数据

位置决定节点的分段线性函数。这是表示定理可以直接画出来的实例。
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7 从核的谱衰减回到局部复杂度（课后）

RKHS 的定义与核方法见第 6 节。这里仅使用再生性质 g(x) = 〈g, k(x, ·)〉H。令核矩阵为
K = (k(xi, xj))

n
i,j=1，并按降序排列 K/n 的特征值：

µ̂1 ≥ · · · ≥ µ̂n ≥ 0.

对 RKHS 球中的函数值向量定义

VR = {(g(xi))ni=1 : ‖g‖H ≤ R}.

命题 7.1 (局部椭球复杂度)。 对任意 r,R > 0，

EZ sup
v∈VR:∥v∥n≤r

|〈Z, v〉n| ≤

 2

n

n∑
j=1

min(r2, R2µ̂j)


1/2

. (7.1)

把 Zi 换成独立 Rademacher 符号，右边同样成立。

证明直觉 沿第 j 个经验特征方向，可动的幅度有两个限制。局部经验范数给出幅度 r，
RKHS 范数给出幅度 R

√
µ̂j。因此真正起作用的是两者中较小的一个。谱很小的方向可以

存在很多个，但每个方向对局部噪声收益的贡献都很小。

证明. 令 K/n = Q diag(µ̂j)QT，其中 Q 正交。对 v = (g(xi))
n
i=1，设 θ = QTv/

√
n。将 g 正交投

影到 span{k(xi, ·) : 1 ≤ i ≤ n}，函数值不变而 RKHS 范数不增加。在这个有限维子空间中展开
即可得到

‖v‖2n =
∑
j

θ2j ,
∑

j:µ̂j>0

θ2j
µ̂j

≤ ‖g‖2H,

且 µ̂j = 0 时必有 θj = 0。等价地，第二项是最小范数插值函数的平方范数 vTK†v。

只对正特征值坐标计算，令 a2j = min(r2, R2µ̂j)。两个约束一起蕴含

∑
j

θ2j
a2j

=
∑
j

max
{
θ2j
r2
,
θ2j
R2µ̂j

}

≤
∑
j

θ2j
r2

+
∑
j

θ2j
R2µ̂j

≤ 2.

写 η = QTZ，于是

|〈Z, v〉n| =
1√
n

∣∣∣∣∣∣
∑
j

ηjθj

∣∣∣∣∣∣ ≤
√

2

n

∑
j

a2jη
2
j

1/2

.

先对可行 v 取上确界，再由 Jensen 不等式取期望，利用 Eη2j = 1 即得结论。Rademacher 情形
下 QTZ 的坐标未必独立，但仍有 Eη2j = 1，同一个证明完全适用。

定义尺度 r 下的经验有效维数

deff(r) =
n∑

j=1

min
{
1,
R2µ̂j
r2

}
.
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上面的结果可以写成 wn(r) ≤ r
√
2deff(r)/n。于是临界半径条件由下式保证：

r2 ≥ 128σ2

n
deff(r). (7.2)

这与线性子空间的 σ2p/n 是同一种平衡，区别在于现在有效的方向数会随估计尺度改变。

推论 7.2 (经验谱衰减给出的非参数快速率)。在固定设计高斯回归中，令 F = {f ∈ H : ‖f‖H ≤
A}，其中 A > 0，并假设 f∗ ∈ F。设对所有 1 ≤ j ≤ n 有

µ̂j ≤ C0j
−q, C0 > 0, q > 1.

记 R = 2A、D = R
√
C0，且 cq =

√
2q/(q − 1)。则以至少 1− δ 的概率，约束最小二乘解满足

‖f̂ − f∗‖2n ≤ (8cq)
2q
q+1

(
σ2

n

) q
q+1

D
2

q+1 +
128σ2 log(1/δ)

n
. (7.3)

证明. 有限样本取值像是有限维闭椭球，因此满足定理所需的闭性。原函数类是凸集，移位后的
误差类关于原点星形，并且 ‖f − f∗‖H ≤ 2A = R。因此可用 VR 的局部复杂度控制误差类。利
用积分表示与计数界，有

n∑
j=1

min(r2, R2µ̂j) ≤
∑
j≥1

min(r2, D2j−q)

=

∫ r2

0
#{j ≥ 1 : D2j−q ≥ t} dt

≤
∫ r2

0
(D2/t)1/q dt =

q

q − 1
D2/qr2−2/q.

所以 wn(r) ≤ cqn
−1/2D1/qr1−1/q。取

r∗ =

(
8cqσD

1/q

√
n

)q/(q+1)

,

便满足 σwn(r∗) ≤ r2∗/8。应用定理 4.8 即可。

当 q = 2s/d > 1，即 s > d/2 时，上式的主要样本量因子为

n−
2s

2s+d .

这里严格使用的是经验核矩阵的谱衰减假设。若已知的只是总体核积分算子的谱衰减，还需要
额外分析经验谱；不能在公式中直接替换。条件 q > 1 保证上述无穷级数与积分估计成立。对
q ≤ 1，有限样本的式 (7.1) 仍然成立，但这个推论的无穷级数证明不适用。

说明 7.3 (经验预测误差与总体预测误差)。 定理 4.8 与推论 7.2 控制的是设计点上的
n−1

∑
i(f̂(xi)− f∗(xi))

2。它既不是带噪声的训练损失，也不是新样本上的总体风险。若 Xi 随机，
且条件于设计点之后噪声仍为独立高斯，定理可条件使用；但要进一步控制 EX [(f̂(X)−f∗(X))2]，
还需研究局部类上的经验二次型与总体二次型之间的关系。一般的随机设计局部 Rademacher 理
论正是在处理这些额外步骤[14]。

42



机器学习理论基础 BICMR 讨论班

与核平滑的联系。回看推论 5.4，带宽 h的局部平均给出 h2β+1/(nhd)这两个量级。令 m � h−d，
它们就变成 m−2β/d+m/n：保留更多空间分辨率，逼近误差变小，统计波动变大。这里的局部谱
分析从预测半径 r 出发，通过 deff(r) 计算在这个尺度上仍然可见的方向数。两种计算都把光滑
性转化为有效维数，再让统计成本与所需精度平衡。不过，核平滑的结论使用随机设计下的总体
均方误差，本节结论使用固定设计下的经验预测误差；平滑度条件也分别是该推论的 0 < β ≤ 1

与本节的 s > d/2。这些条件应连同速率一起阅读。

可复用的证明结构。先从估计器的定义提取一个保留曲率的基本不等式，再确定误差函数真正位
于哪个局部集合。计算这个集合上的线性噪声复杂度后，用一个确定的半径建立集中事件，最后
通过缩放或分层排除更远的候选函数。有限类证明用方差随风险减小来完成同一件事，RKHS 证
明则让有效维数随尺度改变。
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8 把整讲串起来：分辨率、噪声与几何

8.1 核平滑、核岭回归与局部复杂度的共同结构

核平滑选择一个空间分辨率 h。邻域越小，平滑偏差越小，但能平均的观测数也越少。核岭回归
选择一个谱分辨率 λ。保留更多特征方向可以减少偏差，也会让更多噪声进入预测。局部复杂度
则从目标误差 r 出发，反过来问：在这个误差尺度上，还有多少方向可被噪声利用？

命题 8.1 (两种有效维数的直接联系)。 给定半径 R > 0、误差尺度 r > 0，令 λ = r2/R2。对同
一组非负经验特征值，定义

deff(r) =
∑
j

min{1, µ̂j/λ}, D̂(λ) =
∑
j

µ̂j
µ̂j + λ

.

则
1

2
deff(r) ≤ D̂(λ) ≤ deff(r). (8.1)

证明直觉 一个定义把每个方向按 1 截断计数，另一个用平滑的分数计数。只要分辨率对
应，它们看见的是同一批方向，区别只有固定常数。这解释了为什么正则化的偏差方差平衡
与约束估计的临界半径常常给出同样的速率。

证明. 对 u ≥ 0，分别考虑 u ≤ 1 与 u ≥ 1，可得

1
2 min{1, u} ≤ u

1 + u
≤ min{1, u}.

令 u = µ̂j/λ 并求和即可。

例如在对应的 RKHS 球内，核岭回归的上界具有 λR2+σ2D̂(λ)/n 的结构。代入 λ = r2/R2，
两项同阶正是

r2 � σ2deff(r)

n
.

这与局部复杂度的固定点是一致的尺度关系。这里比较的是同一设计与同一经验谱下的几何；两
种估计器的定理仍各自保留前文给出的假设。

0 r∗

二次代价更快增长

误差半径 r

代
价
与
收
益

二次误差 r2

线性类的噪声尺度 cr

图 5: 局部化的示意图。图中以线性类的 wn(r) ∝ r 说明缩放机制，常数经归一化。一般函数类
的曲线由其局部几何决定；严格定理使用带常数余量的临界半径条件。
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8.2 同一个误差标准下比较结论

下表省略固定常数及相应置信度项，所有“平方误差”均相对真实回归函数，而不是相对带噪声
训练标签。

模型与方法 控制的量 本文证明的主要量级

有限类、一般有界损失 类内总体超额风险
√

logM/n；统一偏差分析。

有限类、有界平方回归 总体平方风险 logM/n；要求 f∗ ∈ F 与相应方差条件。

p 维子空间最小二乘 设计点上的平方误差 σ2p/n；固定设计、高斯噪声。

Hölder 核平滑 期望总体平方风险 n−2β/(2β+d)；0 < β ≤ 1。

核岭回归 期望经验平方误差 λR2 + σ2D̂(λ)/n。

RKHS 约束最小二乘 经验平方误差 n−q/(q+1)；经验谱 µ̂j ≲ j−q，q > 1。

相同的幂次不意味着相同的结论。判断一个学习定理时，至少同时读清楚：模型假设、噪声
假设、误差范数、期望或高概率形式，以及隐藏常数的依赖。对核平滑，附录 A 还在高斯回归模
型下证明了匹配下界。对上述经验谱结论，本文只给出相应上界。

8.3 可以带到别的问题里的证明技巧

技巧 什么时候用，为什么有效

加减同一个比较量 算法优化的是经验目标，结论却关心总体目标；用比较函数把两者接上。

先条件化再平方 权重或设计是随机的；先固定它们，中心化噪声便能消去交叉项。

指数矩与参数优化 独立求和；指数把和变成乘积，最后优化一个实参数。

有限分辨率与补空隙 函数类无限；先控制有限网，再用所选度量控制剩余误差。

幽灵样本与交换对称 总体均值未知；用独立副本替代，再随机交换样本对。

随机稀疏化 对象是凸组合或均值；抽样平均给出一个可数的近似，独立性消去交叉项。

曲率与星形缩放 误差代价是二次而噪声收益是线性；控制一个局部球面即可排除远处解。

正交投影 数据只依赖有限个线性泛函；删除数据不可见却消耗范数的方向。

难区分的局部变化 需要下界；把估计问题还原成许多二元检验，再累加错误。

9 讨论题与解题提示

讨论题 1：ERM 的比较项。为什么 Rn(f̂) − Rn(f
∗
F ) ≤ 0，而 R(f̂) − R(f∗F ) ≥ 0？这两个不等

式分别来自什么最优性？若只求到 εopt 精度，哪一项会改变？

提示。第一个比较的是经验目标，第二个比较的是总体目标。在命题 1.2 的第一行保留三项，
再逐项使用对应的定义。

讨论题 2：维数究竟让样本量增加多少？ 固定 β = 1。分别写出 d = 1, 2, 10 时的最优平方风险
指数，以及达到均方根误差 ε 时的样本量指数。

解。平方风险分别为 n−2/3、n−1/2、n−1/6；对应的样本量阶分别为 ε−3、ε−4、ε−12。这些
比较固定了函数类、噪声和其他常数，不能直接当作实际数据量预测。
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讨论题 3：为什么范数条件能改变维数依赖？ 假设输入特征满足 ‖xi‖∞ ≤ 1。比较 ‖w‖1 ≤ A 与
‖w‖2 ≤ A 两个线性预测类的复杂度。

提示。前者可得 A
√
2 log(2D)/n；后者从 ‖xi‖2 ≤

√
D 只能直接得到 A

√
D/n。两类函数并

不相同，且它们的最佳表示范数也可能不同。因此不能只看一个界中有没有显式的 D。

讨论题 4：线性最小二乘的精确常数。固定设计，假设真均值向量 m∗ 属于一个 p 维线性子空间
V ⊆ Rn，y = m∗ + σZ，Z ∼ N(0, In)。用投影直接求 E ‖m̂−m∗‖22 /n。

解。最小二乘解是 m̂ = ΠV y，故误差为 σΠV Z。于是

1

n
E ‖m̂−m∗‖22 =

σ2

n
tr(ΠV ) =

σ2p

n
.

通用的局部复杂度论证恢复相同量级，显式投影则利用更多结构给出精确常数。

讨论题 5：为什么普通 L2 不是 RKHS？ 取 x0 ∈ (0, 1)，令 fm(x) = (1 −m|x − x0|)+。证明
‖fm‖L2 → 0，但 fm(x0) = 1。

解。对足够大的 m，‖fm‖2L2 = 2/(3m)。所以即便只看连续函数，点值也不是关于 L2 范数
的连续泛函。完整 L2 空间中的元素还是几乎处处等价类，点值本身也没有天然定义。RKHS 的
再生性质恰好提供了所缺少的连续性。

讨论题 6：Maurey 方法到底逃开了什么？ 为何随机平均可以给出 m−1/2 的 Hilbert 范数误差，
却不推翻一般 Hölder 函数类的维数灾难？

提示。依次检查目标是否有受控范数的字典表示、原子的 Hilbert 范数是否受控，以及所控
制的是 L2 还是一致范数。定理改变了函数类及其几何假设；表示范数也可能携带维数依赖。
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A 从小凸起到非参统计下界（课后）

本附录为维数灾难补上一个统计意义上的下界。证明只需高斯密度的计算、一个二元检验不等式，
以及把整体函数拆成许多局部选择的想法。我们完整处理 0 < β ≤ 1，与正文箱形核平滑的上界
使用相同的平滑函数类。

A.1 先证明一个二元检验工具

对两个概率分布 Q0, Q1，记

TV(Q0, Q1) = sup
A

|Q0(A)−Q1(A)|, KL(Q0‖Q1) =

∫
log dQ0

dQ1
dQ0.

若 Q0 不绝对连续于 Q1，约定 KL 为 +∞。

引理 A.1 (两个世界很相近时，判别必定会出错)。任何根据观测输出 θ̂ ∈ {0, 1} 的检验，都满足

Q0(θ̂ = 1) +Q1(θ̂ = 0) ≥ 1− TV(Q0, Q1) ≥ 1−
√

KL(Q0‖Q1)

2
.

证明. 记 A = {θ̂ = 1}，两种错误概率之和为 Q0(A) + 1 − Q1(A) ≥ 1 − TV(Q0, Q1)。第二步也
可从头证明：将密度比分别在 A 与 Ac 上用 Jensen 不等式平均，得到

KL(Q0‖Q1) ≥ p log(p/q) + (1− p) log{(1− p)/(1− q)},

其中 p = Q0(A), q = Q1(A)。把右边看成 p 的函数，在 p = q 处函数值和一阶导数均为零，二阶
导数为 1/[p(1− p)] ≥ 4，故右边至少为 2(p− q)2。对 A 取上确界即得第二步；端点情形取极限
即可。随机化检验可以把额外独立随机数包含在观测中，结论不变。

A.2 把一个未知函数变成许多未知比特

令 ϕ(u) = (1− 4 ‖u‖∞)+，其中 a+ = max(a, 0)。它支撑在 [−1/4, 1/4]d 上，ϕ(0) = 1，且

|ϕ(u)− ϕ(v)| ≤ min{1, 4 ‖u− v‖∞} ≤ 4β ‖u− v‖β∞ .

令 cϕ =
∫
Rd ϕ(u)

2 du ∈ (0,∞)。把 [0, 1]d 分成 M = qd 个边长 h = 1/q 的方块，中心为 cj。取
0 < a ≤ L/4，定义

bj(x) = ahβϕ((x− cj)/h), fθ(x) =
M∑
j=1

θjbj(x), θ ∈ {0, 1}M .

凸起非负且支撑互不相交，所以 fθ(x) = maxj{θjbj(x)}。每个 bj 的 Hölder 常数至多为 a4β ≤ L；
有限个具有相同 Hölder 常数的函数，其最大值仍具有该常数。因此

|fθ(x)− fθ(y)| ≤ L ‖x− y‖β∞ , ‖fθ‖∞ ≤ L.

因此所有 fθ 都落在正文定义的 Hβ(L) 内。每个凸起的平方能量恰为

vh := ‖bj‖2L2([0,1]d) = a2cϕh
2β+d. (A.1)
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证明直觉 每个小区域藏着一个“有凸起还是没有凸起”的比特。凸起越窄，看到它的样本
越少；凸起越低，即便看到样本也越难穿过噪声判断。我们把宽度选到恰好难以判别的尺
度，再把所有局部错误累加起来。

定理 A.2 (Hölder 回归的平方风险下界)。 固定 d ≥ 1、0 < β ≤ 1、L > 0、σ > 0。考虑随机设
计高斯回归

Xi
iid∼ Unif([0, 1]d), Yi = f(Xi) + ξi, ξi

iid∼ N(0, σ2),

其中噪声独立于设计。存在只依赖 d, β, L, σ 的 c > 0 与 n0，使所有 n ≥ n0 满足

inf̂
f

sup
f∈Hβ(L)

Ef

∥∥∥f̂ − f
∥∥∥2
L2([0,1]d)

≥ cn−2β/(2β+d). (A.2)

下确界遍历所有可测估计器，允许它们随机化。

证明. 若某个候选分布下的期望平方误差为无穷，下界显然成立；其余情形在 L2 中作以下比较。
随机化估计器的独立随机种子可并入观测，下面的 KL 不变。

第一步：相邻两个函数产生的样本分布有多近？用 Qθ 表示 fθ 对应的全部训练数据分布。若
θ 与 θ′ 只在第 j 个比特不同，高斯均值平移的 KL 公式给出

KL(Qθ‖Qθ′) =
n

2σ2
‖fθ − fθ′‖2L2 =

nvh
2σ2

. (A.3)

这个公式来自条件于 X = x 后两个方差同为 σ2 的高斯密度：其对数密度比的期望为两均值之差
的平方除以 2σ2；再对 X 积分，并利用独立观测的对数似然比相加。

选择

q =

⌈(
4na2cϕ
σ2

)1/(2β+d)
⌉
, h = q−1.

当 n 足够大时，这使得 KL(Qθ‖Qθ′) ≤ 1/8，从而 TV(Qθ, Qθ′) ≤ 1/4。

第二步：任何函数估计器都能诱导一个逐块检验。给定 f̂，在第 j 个方块 Qj 上比较它离 0

与 bj 哪个更近，据此输出 θ̂j。若判错，三角不等式保证∥∥∥f̂ − θjbj

∥∥∥2
L2(Qj)

≥ 1

4
‖bj‖2L2(Qj)

=
vh
4
.

例如 θj = 0 却选择了 bj，则
∥∥∥f̂ − bj

∥∥∥
L2(Qj)

≤
∥∥∥f̂∥∥∥

L2(Qj)
，因此 ‖bj‖L2(Qj)

≤ 2
∥∥∥f̂∥∥∥

L2(Qj)
。另一

个方向同理。于是

Eθ

∥∥∥f̂ − fθ

∥∥∥2
L2

≥ vh
4

M∑
j=1

Qθ(θ̂j 6= θj).

第三步：平均每个比特的两种可能。对所有 θ 均匀平均。固定其余 M − 1 个比特后，把第 j

个比特为 0 和 1 的两个世界配成一对。引理 A.1 说明，这一对的两种错误概率之和至少为 3/4，
所以均匀平均后的错误概率至少为 3/8。因此

sup
θ

Eθ

∥∥∥f̂ − fθ

∥∥∥2
L2

≥ 3Mvh
32

=
3a2cϕ
32

h2β .

当 n 足够大时，取整只改变常数，h � n−1/(2β+d)，得到结论。
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为什么与核平滑得到同一个速率？ 核平滑的上界在比较 h2β 与 σ2/(nhd)。下界把局部假设之间
的可区分性选在

nhd · h2β

σ2
� 1.

左边就是“局部样本数乘以单个样本的信号强度”。上界与下界其实在观察同一个临界尺度。因
此，在这里明确给定的函数类与观测模型下，正文的核平滑上界达到最优的样本量指数。这给原
课程非参回归中的最优速率补充了一条完整的检验证明[4]。

B 高斯集中不等式的完整证明（课后）

本段补上引理 4.7 所需的概率工具。只需在首次阅读时掌握结论及其 Lipschitz 常数，下面的半
群计算可以在熟悉 Gaussian integration by parts 后细读。

引理 4.7 的证明. 记标准高斯分布为 γ，并定义

Pth(x) = E
[
h(e−tx+

√
1− e−2tZ)

]
.

先对光滑、各阶导数有界、严格正且有正下界的有界函数 h 计算。高斯分布在 Pt 下不变，且
∇Pth = e−tPt∇h。由 Gaussian integration by parts，生成元 A = ∆ − x · ∇ 满足 Eγ [uAv] =
−Eγ〈∇u,∇v〉。因此

d

dt
Eγ [(Pth) logPth] = −Eγ

‖∇Pth‖22
Pth

.

把 t 从 0 积分到 ∞，左边的极限给出

Entγ(h) := Eγ [h logh]− (Eγh) log(Eγh) =

∫ ∞

0
Eγ

‖∇Pth‖22
Pth

dt.

带权 Cauchy 不等式保证

‖Pt∇h‖22 ≤ (Pth)Pt

(
‖∇h‖22
h

)
.

利用不变性并积分 e−2t，得到

Entγ(h) ≤
1

2
Eγ

‖∇h‖22
h

. (B.1)

这就是高斯对数 Sobolev 不等式的这个形式。

对光滑的 L Lipschitz 函数 H 取 h = eλH。先截断 H 再作光滑逼近即可使用上式；由于
Lipschitz 函数至多线性增长，高斯可积性允许去掉截断。记 ψ(λ) = logEeλ(H−EH)。式 (B.1) 给
出

λψ′(λ)− ψ(λ) ≤ λ2L2

2
.

将其除以 λ2 并从 0 到 λ > 0 积分，利用 limλ↓0 ψ(λ)/λ = 0，得到

logEeλ(H−EH) ≤ λ2L2

2
.

最后用指数 Markov 不等式，并取 λ = u/L2，得 P{H −EH ≥ u} ≤ e−u2/(2L2)。令 u = L
√
2a 即

得结论。一般 Lipschitz 函数通过保持 Lipschitz 常数的光滑逼近得到同一结论。
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C 只给出半正定核，怎样恢复函数空间

证明直觉 既然 kx 应当是“读取 x 处函数值”的方向，那么这些方向的内积只能取为
〈kx, kz〉H = k(x, z)。接下来先允许有限线性组合，合并不产生函数变化的冗余表示，再补上
极限。这就是下面构造的每一步分别在做的事情。

命题 C.1 (从核构造空间)。每个正定核 k 都对应一个 RKHS，其核截面为 kx(·) = k(x, ·)，并满
足

|f(x)| ≤ ‖f‖H
√
k(x, x), ‖kx‖2H = k(x, x). (C.1)

证明. 第一步：先在有限组合上规定内积。以形式符号 ex 为生成元，考虑有限和 u =
∑

i aiexi。
规定双线性形式

B

∑
i

aiexi ,
∑
j

bjezj

 =
∑
i,j

aibjk(xi, zj).

正定性给出 B(u, u) ≥ 0。由 B(u+ tv, u+ tv) ≥ 0 对所有 t ∈ R 成立，得到 Cauchy 与 Schwarz
不等式 |B(u, v)|2 ≤ B(u, u)B(v, v)。

第二步：合并零范数的表示。令 N = {u : B(u, u) = 0}。上述不等式说明 u ∈ N 时，
B(u, v) = 0 对每个 v 都成立，所以对 N 取商以后，B 成为真正的内积。商类 [u] 对应函数

fu(x) = B(u, ex) =
∑
i

aik(xi, x).

零范数表示不会改变任何函数值。反过来，若 fu(x) 处处为零，则 B(u, u) =
∑

i aifu(xi) = 0，所
以两个商类也不会代表同一个非零差函数。

第三步：允许极限，并保留点值。对上述内积空间取完备化，得到 Hilbert 空间 H。有限组
合上已有

|fu(x)| = |B(u, ex)| ≤
√
B(u, u)

√
k(x, x).

因此每个取值映射都连续延拓到完备化，且 f(x) = 〈f, kx〉H。如果一个极限元素在每一点都取
零，它就与所有 kx 正交，因而与这些截面的稠密线性张成正交，只能是零元素。这保证完备化
仍可确实看作函数空间。最后取 f = kx，即得 (C.1)。

证明同时说明再生性质为何意味着取值连续：函数在 H 范数中变化很小，则每一个固定位
置的函数值也变化很小。若 supx k(x, x) ≤ κ2，还得到统一的界 ‖f‖∞ ≤ κ ‖f‖H。
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